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0. Introduccion

1. ;Qué modelos vamos a estudiar?

= ;Como se “usan” los modelos?

= ;Modelos discretos o continuos?
2. Ejemplos de modelos que vamos a estudiar

a) Dindmica de poblaciones:

s Modelo de Malthus.
= Modelo logistico.
» Modelo de Leslie.

b) Modelos aplicados a la economia.

= Interés compuesto.
» Ley de la oferta y la demanda (Modelo de la telarana).

s Modelo de la renta de Samelson.

¢) Modelo de Malthus (discreto y continuo). Ejemplo motivador de la asig-
natura.

= ;Es el modelo “bueno”?

= Mejoras del modelo — Modelo logistico.

Ejemplo. Veamos un ejemplo de interés compuesto. Supongamos que el capital
inicial es de 1000€, y el interés anual del 3%. ;Cuédnto dinero tenemos pasados 5
anos?

1000 - 1,03° = 1159,27€

Suponiendo que el capital inicial es ¢y, el nimero de afios viene dado por n, y el
interés viene dado por I, tenemos que:

] n
Cn:C()(l—Fm)

También se puede plantear como una Ley de Recurrencia (también llamada ecua-
cién en diferencias). Es decir:
1+ !
Cnil = Cp —
! 100
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Modelos Matematicos I 0. Introduccién

Ejemplo. Supongamos que estamos estudiando una poblacion de bacterias. Supon-
gamos que la tasa de bacterias que han muerto cada vez que se ve la muestra es
de m = 75%. Ademads, supongamos que la tasa de nacimiento es del f = 150 %.
Notando la poblacién de las bacterias por p,,, tenemos que:

Pnt1 =DPn + 175pn - 0775pn = 1775pn

Esto es una ecuacién en diferencias, y es un ejemplo del Modelo de Malthus. De
forma andloga al ejemplo anterior, tenemos que:

pn = 1,75" - po
Como 1,75 > 1, tenemos que la poblacién crece de forma ilimitada, diverge.

En estos ejemplos hemos introducido lo que era una ecuacién en diferencias.
Definamoslo:

Definicién 0.1 (Ecuacién en diferencias). Una ecuacién en diferencias (también
llamada Ley de Recurrencia) es una relacién que se establece entre los términos de
una sucesiéon {z,} de forma que podemos calcular el término x,,; en funcién de
algunos de los anteriores términos mediante una funciéon f: R xR x ... xR - R
de forma que:

Tp+1 = f(xna Tp—1y--- wrn—k)
A dicha funcién f se le denomina funcién asociada a la Ley de Recurrencia.
Notemos que, si queremos dar una sucesion que cumpla la ecuacién en diferencias
dada, sera tan simple como dar un término xy € R y obligar a que dicha sucesiéon
cumpla la ecuacién en diferencias.
Por tanto, resolver una ecuacién en diferencias no consistira en dar una sucesién

que cumpla la relacién especificada, sino dar una expresion explicita del término x,,,
para cualquier sucesion que satisfaga la ecuacion.

Definicién 0.2 (Orden de una ecuacién en diferencias). Dada una ecuacién en
diferencias:

Tpt1 = f(xn; Tp—1y--- 7xnfk>

Diremos que la ecuacién es de orden k£ € N.
Por tanto, una ecuacién de orden 1 sera del estilo:
Tpy1 = f (xn)
Una ecuacion de orden 2 sera del estilo:
Tpt+1 = f(xny xnfl)

Ejemplo. Consideremos la ecuacion en diferencias dada por x, 19 + 2,41 — 3 = 0.
Aunque parezca que se trata de una ecuacion de orden 2, en realidad es de orden 1,
ya que se puede expresar como T, + &, — 3 = 0.
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Modelos Matematicos I 0. Introduccién

0.1. Modelo de Malthus

Sea t el tiempo, y sea P(t) el tamano de la poblacién en el tiempo ¢. Sea f la
tasa de fertilidad y m la tasa de mortalidad (0 < m < 1). Tras contar la poblacién
pasado un tiempo At, tenemos que:

P(t + At) = La que habia + Nace — Muere =
=P({t)+At-f-P(t)—At-m- P(t) =
= P(t)(At-(f —m)+1)

Modelo discreto. Denominando p,1 = P(t + At), p, = P(t), tenemos que:
Pry1 =pn - (AL (f —m) +1)

Esta es la ecuacién en diferencias. Su solucion es una sucesion.

También se puede expresar como:
Pn=po (1+ At(f —m))"

Notemos que, debido a que los parametros se mantienen constantes, serd muy
comun también expresar este modelo como:

Tpt1 =TTy reR"
Conr=At-(f—m)+1

= Si f > m, tenemos que la poblacién crece.

= Si f < m, la base de la potencia es menor que 1 y decrece.

El modelo obliga a la poblacion a reproducirse indefinidamente o a extinguirse,
por lo que no es un buen modelo.

Si nos preguntamos por una solucién constante (si nos preguntamos qué pasa

si p, es constante), tendriamos que o bien, f = m, o bien p, =0 Vn € N.

Modelo continuo. La tasa de crecimiento es:

i PEHAD PO _

At—0 At
= lim (f —m)P(t) = (f —m)P(t)

At—0

Por tanto, tenemos que:
P'(t) = (f =m)P(t)

Esta es la ecuacion diferencial. Su solucion es una funcion.

Suponiendo que P(t) es siempre positiva o igual a 0':

No tiene sentido considerar poblaciones con un niimero negativo de individuos.

7



Modelos Matematicos I 0. Introduccién

= Si f > m, el producto es positivo y la derivada también = la funcion
crece.

= Si f < m, el producto es negativo y la derivada también = la funcién
decrece.

De ahora en adelante, apenas consideraremos modelos continuos, y nos centra-
remos en modelos discretos. Los modelos continuos seran objeto de estudio en la
asignatura de Modelos Matematicos II.

0.1.1. Bondad del Modelo de Malthus

Estudiamos ahora si el Modelo de Malthus es “bueno”. Algunas desventajas son:

» Las tasas de fertilidad y mortalidad constantes no son realistas (al menos para
tiempos largos ni para poblaciones grandes de seres vivos).

= En el modelo discreto, como hemos visto, la poblacion o crece ilimitadamente
o se extingue. No admite comportamientos intermedios.

Una ventaja de este es lo sencillo que es de calcular en el caso discreto. En otros
modelos, podemos encontrar ecuaciones en diferencias que no seamos capaces de
resolver.

0.1.2. Solucién del Modelo de Malthus

Veamos en qué consiste resolver una ecuacién en diferencias:

Definicién 0.3. Una sucesién {z,} es una solucién de la ecuacion x,1 = f(x,) si
satisface la ecuacién. Es decir, si cada término se obtiene del anterior haciendo su
imagen por f.

La solucion del Modelo de Malthus es:

Pn=po- (At-(f—m)+1)" =71"pg

0.1.3. Vida Media

Para el Modelo de Malthus en los casos en los que la poblacién decrece (es decir,
en r €]0,1[), se define la vida media de la siguiente forma:

Definicién 0.4 (Vida media en ley de desintegracién). El tiempo de vida media es
el tiempo medio estimado que debe pasar para que una sustancia se desintegre.

La vida media se define formalmente de la siguiente forma, en el caso de que la
sucesién )~ n(Tn-1 — ) converja;:

:%g Tp—1 —

8



Modelos Matematicos I 0. Introduccién

Veamos cémo calcularla de forma concreta en el caso del Modelo de Malthus:
Tpi1 =TTy O<r<l1

Demostremos que se calcula de la siguiente forma:

1 & 1
_x_g o1 :1—7’

Demostracion. Partimos de la definicién de la vida media:

1 oo
VM=— n(xr,_ 1 —x,) =
- ; )
1 oo
= —Zn(r" xg — r'*xy) =
Lo n=1
= n(r"t —r") = an" "1—7r)=
n=1 n=1
e}
i x 1= 1
= (1 — n—1 Y o
( T)an (I—=r)2 1-—r
n=1
donde en (%), hemos usado el Lema 0.1, demostrado a continuacién. O

Lema 0.1.

Demostracion. Sabemos que:
n
E pl=pd el =
=0
Derivando respeto de r, tenemos que:

—(n+1)r"(1—7r)+ (1 —r*)
(1—r)?

Ziriflzl—l—%—l—“'—i—nr"’l:

Como |r| < 1, tomando limite con n — oo, tenemos que:

o . 0 ot 1
;nr 12;%71’/‘ 1_(1——7")2
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0.2. Modelo Logistico

El presente modelo mejorara el modelo de Malthus. Para concretar los fallos
de este ultimo modelo, hemos de incluir las siguientes definiciones (sea {p,} una
sucesion de numeros reales que nos indica el tamano de poblacién en el n—ésimo
instante):

Definicién 0.5 (Tasa de crecimiento). Se define la tasa de crecimiento de una
poblacion como:

Pn

Nos informa de si la poblacién crece o decrece (mayor o menor que 1).

Definicién 0.6 (Tasa neta de crecimiento). Se define la tasa neta de crecimiento
de una poblacion como:

Pn Pn

—-1=TC-1

Nos informa de cuanto crece la poblacion.

En el caso del Modelo de Malthus notado de la forma:
Pni1 =T Pn conr =1+ At(f —m)

se tendria que:

TC =r TCN =r—-1

Ejemplo. Supongamos un modelo de Malthus dado por:

Pny1 = 1725pn

Tenemos que:
TC =1,25 TCN =1,25-1=0,25

La tasa de crecimiento neto nos dice que la poblacién aumenta en el 25 %.

El fallo del modelo de Malthus es tener una tasa de crecimiento constante. El
modelo logistico resuelve esto. Cambiamos la tasa de crecimiento por una recta de
la forma:

Pn+1

Pn

Esto se acerca mas a un comportamiento real, ya que conforme la poblacion
aumenta, se tiene que:

=a—"b-p,, a,be Rt

= La tasa de mortalidad m tiende a crecer.
= La tasa de fertilidad f tiende a decrecer.
Y, conforme la poblacién decrece, se tiene lo contrario, es decir:

» La tasa de mortalidad m tiende a decrecer.

10
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= La tasa de fertilidad f tiende a crecer.
Por tanto, sabiendo la TC, el modelo logistico viene dado por:
Pri1 =pula—b-p,)  abeRT

Observacion. jPueden a,b tomar cualquier valor no negativo garantizando que se
tenga p, > 0 Vn € N, suponiendo que py > 07

No, veamoslo. Para que p, > 0, necesitamos que:

a—b-p,20<=a=b-p, << p, < Vn € N

Sl s

La funcién asociada a la ecuacién logistica es la pardbola:
f(z) = x(a — bx)
Y, por lo visto anteriormente, necesitamos que la funciéon sea de la siguiente
forma: . .
r:lo.g] o]

Al valor ¢/ se le denomina poblacidn tope.

Este modelo no es lineal, como bien podemos ver, ya que su funcién asociada es
una parabola.

0.2.1. Soluciéon del Modelo Logistico

Al contrario de lo que ocurria con Malthus, no podemos buscar una solucién a
este modelo de forma tan facil. Veamoslo:

o = 21 = xo(a—bxg) = x2 = x1(a—bxy) = xo(a—bxg)(a—bro(a—0bry)) = x5 = ...

Como vemos, no es facil encontrar la sucesién de las soluciones. Esto es un caso
concreto de un problema de valores iniciales, que trataremos en la proxima seccion.

0.3. Soluciones de un modelo.

Como hemos visto, solucionar una ecuacién en diferencias no tiene por qué ser
facil. Se trata de un problema de valores iniciales (PVI).

Definicién 0.7 (PVI). Un problema de valores iniciales es buscar las soluciones de
una ley de recurrencia dado xq fijado.

1= f(wo) ... @py1 = ["(20)

Por norma general, resolverlo no es facil sin el uso de ordenadores, ya que para
valores altos de n requiere gran cantidad de computos.

11
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Ejemplo. Veamos un ejemplo de PVI particular. Sea la siguiente ecuacién en dife-
rencias:

To =1 Tpa1 = log(zy,)

En este caso, se resuelve de forma sencilla, ya que 1 = 0 y ya no se puede
continuar, ya que no pertenece al dominio de definicién del logaritmo.

Observacion. Veamos si podemos encontrar I C R tal que si tomamos zy € [ la
sucesién dada por la Ley de Recurrencia x,,1 = log(z,) tenga infinitos términos.

La ecuacién en diferencias siempre viene asociada a una funciéonf f dada por:
f:I—R Tps1 = flxy)
Basta que f(I) C I para poder sacar una sucesién que resuelva el PVI.

Definicién 0.8 (Orbita o trayectoria). Se define la érbita o trayectoria de la solucién
que empieza en xy como:

{mo, f(z0), (f o f)(w0), ..\ f"(20),. .-}
Esta es la sucesion de todos los términos de la solucién de un modelo.

Definicién 0.9 (Retrato de fases). El retrato de fases es la representacion gréfica
de la drbita.

Ejemplo. Resolver el modelo de Malthus dado por:
Tpy1 = 2x,
Dado z, la solucion tiene término general z,, = 2™x.

érbitaxo = {i[fo, 2.1'0, 221'0, ce ,2n$0, .. }

Su retrato de fases seria el siguiente:

| N N N N
T x x * g
0 X T X2 €3

Figura 1: Retrato de fases del modelo de Malthus dado por z, 1 = 2x,,.

La funcién f asociada seria:

R

f: R —
r —— 2z

La ecuacién tiene sentido para cualquier dato de R. Sin embargo, si tratamos el
modelo de Malthus en poblaciones (por ejemplo), no tiene sentido considerar todo R.

Definicién 0.10 (Soluciones constantes). Una solucién constante, también llamado
punto de equilibrio, es una drbita que es una sucesién constante z. = {z,}n>0 que
cumplen la ecuacién z,1 = f(z,) y que tienen todos sus términos iguales:

re ={c,e,. 0.}

Es decir; se trata de encontrar ¢ € I tal que ¢ = f(c). Determinamos entonces las
soluciones constantes encontrando los puntos fijos de f.

12
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Ejemplo. Si el modelo fuera x,, 11 =0 - x,, la 6rbita seria:
{0,0,...,0,...}

Se trata de una solucion constante, con retrato de fases:

=g =

Figura 2: Retrato de fases del modelo de Malthus dado por x, 11 =0 - x,,.

Centrémonos ahora en hallar las soluciones constantes de los modelos vistos hasta
el momento. Trabajemos con el modelo de Malthus dado por:

Tp41 =T+ Tp
Las soluciones constantes son:
= Sir = 1: Entonces . =0, ¢ = 0.
» Sir=1:x,, ={rox,-..,%0,...}, con zg € R.

Para el modelo logistico dado por:

Prt1 =Pula—b-p,)  0<py <

Sl S

Las soluciones constantes son:

CEOZ{O,O,...,}

. B a—1 a—1
ol = b

Veamos como las hemos obtenido. La f asociada es: f(x) = x(a —bx), por lo que
los puntos fijos son las soluciones de la ecuacién ¢ = ¢(a — be).

u C:O

a—1
b

n C =

Definicién 0.11 (Ciclos). Un n-ciclo es una solucién de la ecuaciéon que cumple
que x, = xg, es decir:

fn(iﬁo) = Zo

Por tanto, los puntos fijos de f™ son los n—ciclos. La érbita de un n-ciclo es de la
forma:

{I0,$1,I2, ey 1,29, L1,2,...,Tpn_1,To,T1,T9,.. }

Para que los ciclos sean no triviales, sus elementos no deben ser puntos fijos de
f™, conm < n.

13
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Ejemplo. Sea el modelo dado por:
Tn1 = —Tn
La f asociada es f: R — R dada por: f(x) = —z. Su érbita es:
(/)rbitam0 = {xo, —x0, To, —To, - - -}

Se trata de un 2-ciclo. El retrato de fases seria el siguiente:

Figura 3: Retrato de fases del modelo de Malthus dado por z,41 = —x,.

Veamos ahora qué ocurre en el caso de que no se pueda calcular de forma explicita
la solucion constante del modelo.

Y

Como bien podemos observar, las soluciones constantes seran los puntos de corte
entre las graficas y = x y la funcién asociada al modelo f. El trabajo con graficas
serd muy comun en esta asignatura para entender resultados intuitivos.

14



1. FEcuaciones en diferencias de
orden 1

En este tema, vamos a estudiar funciones de un intervalo I C R en R.
» Si f es una recta, f(x) = ax + b, la ecuacion se dice que es lineal.

= Si f no es una recta, z,11 = f(x,). No es una ecuacién lineal. Se dice que no
es lineal.

Algunos ejemplos de modelos que veremos son:
= Modelo de la oferta y demanda (o Modelo de la Telarana).

= Modelo logistico.

1.1. Ecuacién lineal de orden 1
Una ecuacion lineal general de orden 1 es una ecuacién con forma:
Tpy1 = ATy + bn

Con a,b € Ry n € N (Aunque se podrian considerar a,b € C, en esta asignatura
por norma general no lo consideraremos). Esta se denomina ecuacién lineal completa.

A x,,1 = ax, se le llama la parte homogénea de la ecuacion. Por tanto, una
ecuacion lineal homogénea sera de la forma:

Tpy1 = ATy

Definicién 1.1 (Ecuacién auténoma). Una ecuacién auténoma es una ecuacion
donde la dependencia del tiempo esta vista a lo largo de la soluciéon. Son del tipo:

Tpy1 = f(2n)

Notemos que no todas las ecuaciones han de ser autéonomas. Una ecuacién no
auténoma seria de la siguiente forma:

Tny1 = f(@n,n)

Con f: R x N — R Por tanto, la ecuacion lineal general de orden 1 es una ecuacion
no auténoma, ya que el término independiente b,, es una sucesion que depende del
valor de n.

15
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1.1.1. Ecuacidon lineal de orden 1 auténoma

En esta seccién estudiaremos las ecuaciones lineales de orden 1 auténomas; es
decir, el caso en el que b, = b Vn € N. Su ecuaciéon por tanto toma la siguiente
forma:

Tpi1l = AT, + b

Vamos a estudiar dos formas de resolverla.

Primera forma

Iterando y buscando una expresion general para x,. Dado xg, tenemos que:

Ty =axg+b
Ty = ax; + b= alaxy + b) + b= a*ro +ab+ b
T3 = axe + b= a(a®xo+ab+b) + b= a*ro+a’b+ab+b

n—1
Tp=a"to+a" b4 ... +b= a”m0+b2ak
k=0

donde el valor de z,, lo hemos obtenido de forma intuitiva. Demostrémoslo mediante
induccién:

Demostracion. Vamos a probar que la expresion general para la ecuacion anterior
es:
Ty =a"to+a" b+ ... +b

Por induccidn:

s Caso base n = 1:

Para n = 1, tenemos efectivamente x; = axy + b.

= Supuesto para n, demostramos para n + 1:

Tpi1 = amn—l—b(;)

(;)a(a"xo—l—a”’lb—l—...jtb)—i—b:

—a" My +a"b+---+ab+b

donde en (%) hemos aplicado la hip6tesis de induccién.

Por tanto, hemos demostrado que en el PVI z, .1 = ax, + b se tiene que:
T, =a"to+a" b+ ... +b=
=a"zo+ bl P +ad" . datl) =

1—a"
1—a

n—1
=a"x +bZak ® a"xrog+b-
k=0

16
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donde en (%) hemos usado el resultado de dicha suma de una serie geométrica. Por
tanto, la solucion del problema de valores iniciales (PVI) descrito es:

1—a"

l1—a

T, =a"zo+b-

Segunda forma

Si b = 0, sabriamos resolver la ecuacion, ya que seria x,, .1 = az, y sus soluciones
sabemos que son de la forma z,, = a"xy. Por tanto, en este caso tratamos de buscar
un cambio de variable para obtener una ecuacién de ese tipo, que si sabemos resolver.
Buscamos un cambio de variable de la forma y, = x, — k (k € C) tal que y, sea
soluciéon de la ecuacion y,, 11 = ay,. Calculemos el valor de k:

?Jn+1:$n+1—k=a$n+b—k(i—)ayn+ak+b—k

donde en (%) he usado que z, = y,, + k. Como buscamos que y,+1 = ay,, el valor
de k viene dado por la ecuacién:

b
1—a

ak+b—k=0<«<=k =

Por tanto, consideramos el cambio y, = x,, — , v tenemos que Y, 11 = ay,.

1—a
La solucién a dicha ecuacién es conocida:

yn:y0'an

Sabiendo esto, encontramos la solucion del PVT:

b " b
Tn =Ynt k=t —— =y a"+ =
l1—a l1—a

b " b

= To — - =

"1 4 1—a

1 — g

=a"ro+0b- ¢
1—a

Como no podia ser de otra forma, hemos llegado a la misma soluciéon que en el caso
anterior.

Observacion. Notamos ahora que el k encontrado es precisamente la solucién cons-
tante de la ecuacién z,,1 = ax, + b.

c=ac+b<—=c=

:Qjc
1—a

Observacion. Notemos que, siguiendo ambos métodos para resolver, llegamos a un
problema para a = 1, ya que estariamos dividiendo entre 0. Pensamos ahora cémo
solventar este problema.

En este caso, simplemente, se nos queda una ecuacion del estilo:

Tpa1 = Ty + b
Su solucién podemos pensar facilmente que es la siguiente:
T, =xo+n-b

Notemos que la ecuacion no tiene soluciones constantes, salvo que b = 0.
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Por tanto, a modo de resumen, las soluciones de una ecuacion lineal de primer
orden auténoma son:

b b
Sia#1: xn:<m0— )a”+

1—a 1—a
Sia=1: z,=29+n"-b

Comportamiento de las soluciones a largo plazo

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de las soluciones a largo plazo,
también llamado comportamiento asintético del modelo. Esto es cuando n — oo.
Distinguimos en funcién del valor de a:

@ Jo £ 1.
o|a|<1:
i i b n b b
lim z, = lim | zg — a =
n—00 n—00 1—a 1—a 1—a
e |a| >1
b
O$07é1_a
b " b
Tp = | 29— a
O 1 —q 1—a
En este caso, como |a| > 1, tenemos que no converge.
b
OCCo—l_a.
b b b b
Ii n = Ii — " = lim 0 =
i, = i (0= 2 ) o = B 0 =
w || =1:
e g=1:
o Sib#0:

Entonces, x, = x9+b-n

lim |z,| = lim |20+ b-n| =0

o Si b= 0: Todas las soluciones son constantes.

e = —1:

b
o Ty — =

2

b .,
Tenemos que z,, = 5 Vn € N. Es una solucién constante.
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b
o Ty # 51
Distinguimos el caso de los n pares o impares:

b b b b
$2n:(1’0—5)(—1)2n+§:($0—§)+§:$0

b b b b
Tont1 = (350 - 5) (1) +§ == (fﬂo— 5) +§ =b—1x

En este caso, tenemos que no converge en el infinito, y se trata de un
2—ciclo.
e ac C\{-1,1}, |a| =1:
Como bien mencionamos, en esta asignatura solo consideraremos a, b € R.
Se deja al lector el ejercicio de pensar qué ocurriria en este caso.

Ejercicio. Estudia el comportamiento asintético de:
1. zpy1 =22, +5
En este caso, las soluciones son:
Ty, = (zo+5)a" —5
Como |a| > 1, tenemos que no converge asintéticamente.
2. 201 =2, +6
Tenemos que 2,41 = Y2z, + 3. Por tanto, como |a| < 1, converge a % = 6.

Y/

1.1.2. Ecuacidén lineal de orden 1 no auténoma

Tpi1 = ATy + bn

Es la ecuacién lineal no auténoma, donde b,, es una sucesion. La funcion asociada
es f(x,n) = ax + b,, de forma que:

Tpy1 = f(xm n)

Vamos a estudiar las formas de resolver la ecuacién.

Conociendo una solucién particular

Si conocemos T,, una solucién particular de la ecuacion, entonces aplicamos el
cambio de variable

Yp = Tn — Ty
De esta forma, nos queda que:
Yn+1 = Tp41 _m:axn‘i_bn_m:axn_af_n:ayn
Por tanto, como dicha ecuacion si sabemos resolverla, tenemos que:
T :yn+x_n:y0an+x_n: (xo—f_o)an—x_n
Veamos ahora algunos ejemplos de resolucion de ecuaciones lineales de orden 1

no auténomas:
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Ejercicio. Consideramos la ecuacion lineal no auténoma dada por:
T
Tpy1 = ? +n Vn € N

Resuélvela siguiendo los siguientes pasos:
1. ;Tiene soluciones constantes?

Sea ¢ € R una solucién constante, entonces verifica que:

c:§+n:>§:n:>c:2n Vn € N

Como ¢ no puede ser igual a todos los naturales pares al mismo tiempo, tene-
mos que no hay soluciones constantes.

2. Determina «, 5 € R, para que 7,, = an + [ sea una solucién particular.

Como es una solucion particular, para todo n € N tenemos que:

an+ f3

Ty
:Bn+1:7+n:>a(n+1)+,8: +n—=

= 2an +2a+ 20 =an+ B+ 2n =
— an+2a+p=2n

Tomando n = 1, 2, tenemos el siguiente sistema:

{304—1-/6’ =2

4 B }:>—04:—2:>{a 2
a+p =4 B

—4

Por tanto, x,, = 2n — 4 es una solucién particular.

3. Demuestra que y,, := x,, — Z, es solucion de una ecuacion homogénea.

Tenemos que:

Tn T Ty

b = S An— 2+ -4 =T —n+2=L—(n-2) =
Ty 2n—4 1y =T, Y
2 2 2 2

Por tanto, se trata de una ecuacion homogénea, y tenemos por tanto que:

1\" ( ) 1\" xo+4
TL: — = \Tn — X — =
Y B Yo 0 0) {3 on

4. Encuentra todas las soluciones de la ecuacion.

Tenemos que:
xo + 4

o — 4
n T
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Ejercicio. Consideramos la ecuacion lineal no auténoma dada por:

l’n+1:%+2n Vn € N

Resuélvela siguiendo los siguientes pasos:
1. ;Tiene soluciones constantes?

Sea ¢ € R una solucién constante, entonces verifica que:

c:§+2":>§:2":>c:2"“ Vn e N

Como ¢ no puede ser igual a distintos niimeros al mismo tiempo, tenemos que
la ecuacién en diferencias no presenta soluciones constantes.

2. Determina o € R, para que Z,, = 2" sea una solucién particular.

Como es una solucion particular, para todo n € N tenemos que:

Ty
T =5+ 2" = 2"t = 2" 2" —

= 2" 2" =2" =

277/
1 2
:}O{: = —
2—-12 3

Por tanto, x,, = % - 2™ es una solucion particular.

3. Demuestra que y, := x,, — T,, es soluciéon de una ecuacién homogénea.

2 1 2 1 4
] = Tpaq — 2" = g o Zontl — Zp 4 on (12 ) =
y +1 X 41 3 2.1; + 3 2"17 + ( 3>

1( ) 1
- - = \Tp —Tp) = ZYn
2 379 2.3 9 Y

Por tanto, se trata de una ecuaciéon homogénea, y tenemos por tanto que:

1\" 1\ wo—2
yn:(é) 3/02(500—230) <§> = 2n3

4. Encuentra todas las soluciones de la ecuacidn.

Tenemos que:

2

- l’o—g 2 n 1 2 2n+1
Ty = Yn + Ty = on +§'2 = on l‘o—§ + 3

Ejercicio. Consideramos la ecuacion lineal no auténoma dada por:

Tn 1
=g

Resuélvela siguiendo los siguientes pasos:
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1. ;Tiene soluciones constantes?
Sea ¢ € R una solucién constante, entonces verifica que:

c 1 c 1
C:_+_:>_:_:>C:

5 "o T 3 o o1 VM EN

Como ¢ no puede ser igual a distintos niimeros al mismo tiempo, tenemos que
la ecuacién en diferencias no presenta soluciones constantes.

2. Determina o € R, para que x,, = an - 2% sea una solucién particular.

Como es una solucion particular, para todo n € N tenemos que:

Tn n 1 (n+1) 1 an n 1
Tni1i=—+— = an : = — =
+1 9 on on+1 on+1 on

= an+l)=an+2=a=2

Por tanto, z,, = 2n - % = sne1 €s una solucion particular.

3. Demuestra que y, := x,, — Z,, es solucion de una ecuacion homogénea.

n+1 1 1 n+1 1 1
n = dn - = S4dn - = Sdn — (1 - —-1)) =
Yn+1 = Tnt1 on 57 +2n on 57 +2n( (n—1))
1 n 1 n 1< ) 1
=Ty — == = ZTp — = =\Tn —Tn) = ZYn
9t T g T 9T T g on1 T ) 2Y

Por tanto, se trata de una ecuaciéon homogénea, y tenemos por tanto que:

Yn = B Yo = (Lo — Zo 5) T o

4. Encuentra todas las soluciones de la ecuacion.

Tenemos que:
yr=0, 0
Tn = YUn n — A
Y omn 2n—1

1.2. Modelo de la oferta y la demanda (o Modelo
de la Telarana)

Suponemos que la oferta y la demanda son funciones que dependen del precio.
Las notamos por:

= Sea D(p) la demanda en funcién del precio p.
= Sea O(p) la oferta en funcién del precio p.

En funcién del precio p, es logico pensar que la demanda debe ser decreciente
y la oferta creciente. Esto se debe a que, conforme el precio aumenta, los clientes
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tendran menor interés por comprar el producto; mientras que las empresas querran
venderlo mas. Para simplificar, supondremos que son rectas:

D(p)=a—bp a,b € RT
O(p)=c+dp deR" ceR

A by ad seles llama marginal de demanda y marginal de la oferta, respec-
tivamente. En los siguientes casos, tratamos de buscar un precio de equilibrio del
mercado.

1.2.1. Sistema estatico

En este caso, suponemos que D(p) = O(p). Este es un caso ideal, ya que toda
la demanda es cubierta por la oferta. Se busca el precio de equilibrio, que es el que
permite que se dé este caso, y es el que se mantendra constante para que la demanda
se siga cubriendo.

a—=c¢

D(p) - O(p> > a— bp: C+dp <:>pequilibrio - b—f‘—d

Para que esto tenga sentido (obtengamos un precio de equilibrio positivo), necesita-
mos que a > c.

1.2.2. Sistema dinamico

En este caso el precio va cambiando, por lo que se considera una sucesion p,,
que representa el precio en el periodo n. Se supone que para la oferta se considera
con el precio del periodo p,_1 v la demanda con p,. Es decir, se intenta prever la
demanda que va a haber en funcién de la oferta que habia en el periodo anterior.

a—c d

b _E'pnfl

Esta es una ecuacion lineal de orden 1 autéonoma, por ser el término independiente
una constante. La solucién constante del modelo, denominada precio de equilibro y

O(pn—1) = D(pn) <= c+dpy—1 = a—bp, < p, =

c ,
notada por p,. es p, = , veamoslo:

b+d
a—c d b J a—c
e — — 7 Pe e —aQ — C— e = Pe =
b b ple TP P Pe =314

Por tanto, la solucién de dicha ecuacion es:
—d\"
Pn = (pO _pe> (T) + De

Precio a largo plazo

d
n < - < 1t
<b<

o= i [0 =) (57) 42 =
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Entonces, el precio tiende al precio de equilibrio, y lo hace oscilando (ya que
tenemos un negativo elevado a n, a veces se le suma un precio o se le resta,
aunque finalmente tiende a 0). Esto ocurre cuando la marginal de la oferta,
d es menor que la marginal de la demanda, b. Esto es, cuando la oferta crece
mas lenta que la demanda.
d
n 1< b’

Entonces, la ecuacion deja de tener sentido, porque toma valores negativos.

lim |p,| = o0
n—oo

n b=d:

Entonces, p, = (po —pe) (—1)" + p.. Como hemos visto anteriormente, se trata
de un 2—ciclo.

Veamos ahora por qué se conoce como modelo de la telarana. Supuesto d < b,
hemos visto que el precio converge al precio de equilibrio. Veamos graficamente qué
implica esto:

2 4 6 8 10

Figura 1.1: Representacion del modelo de la Telarana.

Como podemos ver, el precio va convergiendo a al precio de equilibro en forma
de telarana, de ahi el nombre.

1.3. Ecuacion no lineal de orden 1

En esta seccion, estudiaremos buscar soluciones para ecuaciones de la forma:

f: ICR — ICR
T, — f(x,) = Tpi

con [ un intervalo de R y con f no lineal. Es decir, no es de la forma: f(z) = ax +b.
Recordamos que en la introducciéon vimos un modelo en esta familia, el modelo
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logistico, introducido en la Seccion 0.2 y desarrollado en la Seccion 1.4.

Pny1 = pn(a - bpn)

En general, no podemos encontrar una solucién de forma general. En estos casos,
debemos ver como se comportan las soluciones en torno a las soluciones que cono-
cemos de forma sencilla. Recordamos que hay dos tipos de soluciones que suelen ser
mas faciles de encontrar, que son:

» Las soluciones constantes: z. = ¢ = {¢, ¢, ...} es solucién si ¢ es un punto fijo
de f.
n

» Los ciclos: zy genera un n—ciclo si zy es un punto fijo de f* = fo fo...o f.
Luego: z,, = f™(zo) = 0.

1.3.1. Puntos de equilibrio

Ejemplo. Sea la ecuacién dada por el PVI:

4
Tpt1 = —
n

LCO>O

Tenemos que no es lineal, ya que su funcion asociada es:

f: R — R*
4

r — —
x

Tenemos que el sistema es siempre un 2—ciclo, para cualquier valor de x, € R*:

4
T, = —

Lo

4 4

T %

Por tanto, x,, es el 2—ciclo {xg,4/xo, ... }. En el caso particular de que zq = 2, el
2—ciclo es el ciclo trivial x = 2 = {2,2,...}; es decir, es una solucién constante.

Ejemplo. Sea la ecuacién dada por el PVI:
Tpy1 = Ii
zo dada
Tenemos que no es lineal, ya que su funciéon asociada es:

f:r R — R
r — a2

Tenemos que:

1’121'3

$22$%I$3
8
0

T3=13=1
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Por tanto, deducimos que el término general es (hdgase la induccién):
277,
Ty = x[() )
Las soluciones constantes tenemos que son:

xr=0 r=1

Usando conocimientos de limites, tenemos que:

m Si ‘33'0‘ < 1:
lfm z, = lim 27 =0
n—oo n—oo
» Si|zo| > 1:
, D)
lim z,, = lim z; ’ = o0
n—oo n—oo

Ejemplo. Sea la ecuacién dada por el PVI:

Tenemos que no es lineal, ya que su funcion asociada es:

f: Rt — Rt
r — T

Tenemos que:

Por tanto, deducimos que el término general es (hdgase la induccién):

1
o

Ty = W/To =28
Las soluciones constantes tenemos que son:
r=0 r=1

Usando conocimientos de limites, para zy # 0, tenemos que:

lim z,, = lim x21" =1
n 0
n—0o0 n—00

En el caso de xg = 0, ya hemos visto anteriormente que es una solucion constante.

El caso anterior se podria haber probado sin necesidad de obtener el término
general, como se puede ver en el siguiente ejemplo, mas bien tedrico.
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Ejemplo (Genérico). Sea la ecuacién dada por el PVI:

{ Tni1 = [(Tn)

o dado
f: ]z}, 400 — i, +o0|
r — f(z)

Con f continua, estrictamente creciente y con dos puntos fijos: ] y x5, con
x] < x5. Ademas, sabemos que:

» Six € |z}, x3[, se tiene que x < f(x).
» Six € Jaj, 400, se tiene que f(x) < x.
Estudiar como se comporta la ecuacion en diferencias cuando n — oo.

Demostracion. Distinguimos en funcién del valor inicial .
* *,
» Supongamos x] < zo < Th:

Como 77 < xg < x5 y f es creciente, tenemos que:

oy = f(@1) < flwo) = 21 < f(23) = 5
Por induccién (hagase) se demuestra que z} < z,, < xj para todo n € N. Por

tanto, 23 es un mayorante de la sucesién {z,}.

Veamos ahora que la sucesién {z, } es creciente: z,, < z,,41. Como z,, €]z, 3],
se tiene que x,, < f(x,) = T,41 para todo n € N.

Por tanto, como {z,} es creciente y mayorada, tenemos que es convergente.
Supongamos que {x,} — x € R. Tenemos que:

Tpr1 = f(xn) = = lim x,41 = lim f(z,) = f <h’m wn) = f(z)
n—o0 n—o0 n—oo
donde he empleado que f es continua. Por tanto, como f(x) = z, tenemos que
el limite x es un punto fijo de f. Como la sucesién es creciente, tenemos que
x = x3, por lo que {z,} — x3.
» Supongamos x5 < To:

Como x5 < xg y f es creciente, tenemos que:

vy = f(3) < f(xo) = 2
Por induccién (hagase) se demuestra que z3 < x,, para todo n € N. Por tanto,

x3 es un minorante de la sucesion {z,}.

Veamos ahora que la sucesién {x,} es decreciente: x, > x,,1. Como z, €
|x%, +00], se tiene que x,, > f(x,) = x,11 para todo n € N.

Por tanto, como {z,} es decreciente y minorada, tenemos que es convergente.
Supongamos que {z,} — x € R. Tenemos que:

Tn+1 = f(xn) — ¢ = lim x,4; = lim f(xn) =f <Hm xn) = f(ZE)

donde he empleado que f es continua. Por tanto, como f(x) = z, tenemos que
el limite z es un punto fijo de f. Como un punto fijo suyo es =3 y ya es un
minorante, tenemos que x = x3, por lo que {z,} — x3.
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Por tanto, hemos demostrado que {z,} — x3. O

Veamos ahora qué ocurre si no hay dos puntos fijos, sino que tan solo hay uno.

Ejercicio. Fijado a € R, sea la ecuacién dada por el PVI:

{ Tp+1 = VTp +Q

Ty = —a
Tenemos que no es lineal, ya que su funcion asociada es:

- [ [

o
r +—

4
3
S vO
8

S

Veamos los primeros términos de la sucesion:

T =+To+a
To =121 +a=\/Vro+a+a
333:\/:1:2+a:\/ Viot+a+a+a

Por tanto, no es facil encontrar un término general de la sucesiéon. Busquemos
cuantos puntos fijos tiene:

]

1++vV1+4a

r=Vita<=1r’=rt+a<—= 1 —r—a=0< 1 = 5

1—+v1+4a

Consideremos z} = — Tenemos que:

1—+v1+4a

5 <0<=l1l<Vlitda<=—=1l<l+4da<=0<a

r =

Por tanto, tenemos que z] no es una solucién. Es decir, tan solo hay una solucién

1++1+4a

mos en funcion del valor inicial xg.

constante, x5 = . Para ver su comportamiento en el infinito, distingui-

= Supongamos —a < xy < T

Como —a < xyg < x5 y f es creciente, tenemos que:
0=f(=a) < flzo) = 21 < f(a}) = 23

Por induccién (higase) se demuestra que 0 < z,, < x5 para todo n € N*. Por
tanto, 23 es un mayorante de la sucesién {z,}.

Veamos ahora que la sucesién {x,} es creciente: z,, < x,, < x,.1. Se tiene que:
$n<a:n+1:\/:En+a<:>xi<a:n+a<:>xi—xn—a<0

28



Modelos Matematicos I 1. Ecuaciones en diferencias de orden 1

Como a > 0, sabemos que esto se da si x,, < x5, que es el caso, por lo que es
cierto.

Por tanto, como {z,} es creciente y mayorada, tenemos que es convergente.
Supongamos que {z,} — L € R. Tenemos que:

Tnir = f(an) = L = lim zpp1 = lim f(z,) = f (h'm g;n) — #(L)
n—oo n—oo n—oo

donde he empleado que f es continua. Por tanto, como f(L) = L, tenemos
que el limite L es un punto fijo de f. Como la sucesion es creciente, tenemos
que L = 3, por lo que {z,} — x3.

» Supongamos x5 < Zo:

Como 75 < gy f es creciente, tenemos que:
zy = f(a3) < flxo) = 11

Por induccién (hdgase) se demuestra que x3 < x,, para todo n € N. Por tanto,
x} es un minorante de la sucesién {z,}.

Veamos ahora que la sucesién {z,} es decreciente: x,, > z,,1. Tenemos que:
Ty > Tpyl = xn+a<:>xi—xn—a>0

Como en este caso x,, > x5, es facil ver que se tiene.

Por tanto, como {x,} es decreciente y minorada, tenemos que es convergente.
Supongamos que {z,} — L € R. Tenemos que:

Tnsr = f(2n) = L = lim 2,y = lim f(z,) = f (h’m xn) = f(L)
n—oo n—oo n—oo

donde he empleado que f es continua. Por tanto, como f(L) = L, tenemos
que el limite L es un punto fijo de f. Como un punto fijo suyo es z3 y ya es
un minorante, tenemos que L = x5, por lo que {x,} — 3.

Por tanto, hemos demostrado que {z,} — x3.

Ejemplo. Sea la ecuacién dada por el PVI:

Tpy1 = e
xo dado
Tenemos que no es lineal, ya que su funcion asociada es:

f: R — R
r — e °

Tratamos de buscar alguna solucion constante. Para ello, buscamos el punto de

interseccion de las graficas de las funciones y = x e y = e™".
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— f(=
—y =

—11

Figura 1.2: Interseccién de f con y = x.

Como podemos ver de forma intuitiva, tenemos que convergera al punto fijo, el
cual no el posible calcular ya que la ecuaciéon z = e~ es trascendente. Suponiendo
que x,.1 fuese convergente a L, tendriamos que:

i1 = f(2n) = L= lm 2,y = lim f(z,) = f <h’m $n> — f(L)
n—00 n—00 n—0o0
donde he empleado que f es continua. Por tanto, L es un punto fijo, por lo que ya
tendriamos el valor del limite. Es decir, en el caso de que converja sabemos el limite.

La convergencia de dicha Ley de Recurrencia no es facil de probar, y por el
momento no sabemos hacerlo de forma formal. Como no es monétona (hemos visto
que oscila), no podemos aplicar que es monétona y acotada. Veamos si podemos
sacar un término general:

Ty =e¢e "0

_ —_eT0
Ty = e " = (7

Ty = T2 — e_(e(fewo))

Tampoco es facil encontrar un término general. Como hemos mencionado, de forma
formal no sabemos demostrar que, efectivamente, converge.

Ejercicio. Sea f : R — R estrictamente decreciente y continua. Si {z,} es una
ecuacién en diferencias de la forma z,,,1 = f(x,), entonces:

» {z,} tiende al equilibrio.
s {z,} es un 2—ciclo.
» {z,} diverge.
En todos los casos lo hace de forma oscilatoria.

Demostracion. Veamos en primer lugar que f tiene, al menos, un punto fijo. Sea
zo € R fijo, y consideramos f(zg) # xo, ya que en dicho caso estaria demostrado.

30



Modelos Matematicos I 1. Ecuaciones en diferencias de orden 1

Supongamos f(xg) > xq (el caso contrario es andlogo), y consideremos x; := f(zo).
Como f es estrictamente decreciente, tenemos que:

Ty < f(x0) = 11 = 21 = f(20) > f(21)
Por tanto, se tiene f(xg) > xo, f(z1) < x1 por el Teorema de los Ceros de Bolzano

aplicado a la funcién g = f — Idg, 3¢ € |xg, 21] tal que f(c) = c.

Veamos ahora la unicidad del punto fijo. Supongamos que existen ¢y, co € R, ¢; <
o, tal que f(c1) = 1y f(c2) = co. Entonces, como f es estrictamente decreciente,
tenemos que f(cy) > f(cy). Por tanto:

a = f(c) > fle2) = 2
que es una contradiccion ya que ¢; < cg. Por tanto, f tiene un unico punto fijo,
x* e R.
Demostramos ahora que f?" es estrictamente creciente y f2"~! es estrictamente

decreciente para todo n € NU {0}:

s Paran=1:

Tenemos que f2"~! = f es estrictamente decreciente, y f2 = f?" es estricta-
mente creciente, ya que para a,b € R, a < b:

a <b= f(a) > f(b) = f?(a) < f(b)

= Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

Sea a,b € R, con a < b, entonces, como f>"~! es estrictamente decreciente,
tenemos:

a<b= [""a) > f"7H(b) = ["(a) < [ (b)

y por tanto concluimos que f2"~'*1 = 2" es estrictamente creciente. De
forma andloga se comprueba la otra parte.

Sabiendo eso, y sabiendo que z,, = f™(z,), veamos que oscila alrededor de x*:
» Sizg < ¥, tenemos que f2"(zy) < x* < f2"7(xzy), y por tanto:

*
Top < T < Tont1

» Sizy > 2%, tenemos que [ (zy) < z* < f2"(xp), y por tanto:

*
Ton+1 < T < Tap

Por tanto, en todo caso oscila. Estudiemos ahora el comportamiento asintotico.
Suponemos que T3 # xg, ya que en dicho caso tendriamos un 2—ciclo (o una solucién
constante si x1 = 19 = 19 = x*) Por tanto, tenemos que:

= Si To < Ta:

Tenemos que z; = f(zg) > f(z2) = 23y 20 = fD(2) < fI(22) = 24.
Por induccién probamos que {zs,,1} es estrictamente decreciente y {zs,} es
estrictamente creciente.
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s Sizg > 2o

Tenemos que 7, = f(zg) < f(x2) = 23y 2o = fI(w0) > fI(22) = 34
Por induccién probamos que {zs,.1} es estrictamente creciente y {za,} es
estrictamente decreciente.

En cualquier caso, ambas sucesiones son mondétonas. Distinguimos ahora en fun-
ci6én de si {xq,} estd acotada o no:

= Si{xs,} estd acotada, por ser mondtona tenemos que es convergente. Notemos
su limite por ., = lim{zs,}. Ademds, por ser estrictamente mondtona tene-
mos que T, esta acotada para todo n € N. Por ser la sucesion de los impares
también mondtona, tenemos que estard mayorada y minorada (dependiendo
del caso) por f(z,er); es decir, estard acotada también, por lo que converge.
Notémoslo por Zipper = HUm{xe,+1}.

Como f es continua, tenemos que:

, . () ,
Timpar = nh—golo Topn41 = nh—>r20 f(l'Qn) = f (7111_{20 xQn) = f(xpar>

donde en (%) hemos empleado la continuidad de f. Tenemos entonces dos

posibilidades:

L. Zimpar = Tpar- En este caso, tenemos que f(Tpar) = Tpar, POr lo que se
trata de un punto fijo. La solucién tiende al equilibrio, z*.

2. Timpar # Tper- La solucion tiende a un 2—ciclo. Como hemos visto, el
equilibrio queda entre los dos valores del 2—ciclo.

» Si {z2,} no estd acotada, entonces lim |zs,| = 0o, y por ende también se tiene
que lim |xq, 11| = o0, es decir, tampoco estd acotada. Por tanto, la solucién
diverge oscilando.

]

Hasta el momento, todas las recurrencias que hemos planteado tenfan un punto
fijo, una solucion constante. Veamos que esto no tiene por qué ser asi.

Ejemplo. Sea la ecuacién dada por el PVI:

Tpi1 = L+e™
o dado

Nos preguntamos si tiene equilibrio (es decir, puntos fijos). Tenemos que no es
lineal, ya que su funcién asociada es:

f: R — R
r — 1+¢€*

Para ello, buscamos el punto de corte de la funcién f con y = x:

r=1+¢"
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Esta es una ecuacién trascendental, que no podemos resolver. Para estudiar la
existencia de soluciones, buscamos aplicar el Teorema de Bolzano. Definimos la

R — R
r — 1+e*—2x

Y tratamos de buscar un x € R | g(z) = 0. Se tiene que g € C*(R), por lo que

funcion:
g:

estudiamos la monotonia derivando.
Jx)y=e"—-1=0&2=0

Luego la funcién ¢ tiene un candidato a extremo relativo en x = 0. Como ¢"(z)

e’ > 0, tenemos que tiene un minimo relativo en x = 0.
g(0)=1=g(x) >0 VxeR

Por tanto, la funcién f no tiene puntos fijos, por lo que nuestra recurrencia no tiene

soluciones constantes.

El siguiente teorema nos hablara sobre la existencia o no de los puntos de equi-

librio.
Teorema 1.1. Sea f : [a,b] — f([a,b]) y continua, tal que [a,b] C f([a,b]) y:

Tpy1 = f(2n)

Cona,b € R ya < b, entonces tiene al menos un equilibrio (una solucidn constante).

Demostracion. Sea la funcion definida por:
g: [a, 0] — R
r — f(z)—=x

Como g es diferencia de funciones continuas, es continua; por lo que la imagen
de un compacto y conexo es un compacto conexo. En particular, la imagen de un
intervalo cerrado y acotado es un intervalo cerrado y acotado; es decir, se tiene que

f([a,b]) = [e,d], con ¢,d € R, ¢ < d. Entonces, se deduce que:

c< f(x) <d V€ la,b

¢, f(s) = d. Como [a,b] C

Consideramos ahora t,s € [a,b] tal que f(t)
f([a,b]), se deduce que ¢ < a < t,s < b < d. Por tanto:

[]

Luego, por el Teorema de Bolzano, 3z € [t, s] tal que g(x) = 0, y por tanto se deduce

que f(x) = x, quedando asi demostrada la existencia.
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1.3.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Notacién. En lo que sigue, consideramos una funcién f dada por:

f: ICR — ICR

Sea ademas una Ley de Recurrencia dada por:

Tpy1 = f(xn)

Por dltimo, sea x. = {c¢, ¢, ...} una solucién constante, también llamada punto de
equilibrio.

La siguiente definicion trata sobre la estabilidad de un modelo, concepto de gran
utilidad para saber qué ocurre “cerca” de las soluciones constantes.

Definicién 1.2 (Solucién estable). Decimos que z. es estable si:
Ve e RT FSeRY ||zg—c| <= |1, = f"(29) —c|<e VneN

Visualmente, esto implica que si se toma xy cercano a una solucién estable, se
mantendra cercana a ¢ para todo n € N.
Decimos que una recurrencia es estable si todos sus puntos de equilibrio lo son.

Definicién 1.3 (Solucidn inestable). Decimos que z. es inestable si no es estable,
esto es:

|I‘05—C| <0
Je e R |V6 € RY, o5 € I, ns € N con A
|0, = [ (205) — | Z €

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de sistemas estables:

1. :Un+1 — —l‘n.

La solucién de este modelo sabemos que es z,, = (—1)"xy para todo n € N.
En este caso, el punto de equilibrio es . = 0. Fijado ¢ € R, consideramos
0 = ¢, de forma que tenemos que:

lzg — 0| = |zo| < d = = |2, — 0| = [(—1)"x0| = |z0| < €

Por tanto, tenemos que el sistema es estable. En concreto, vemos que se trata
de un 2—ciclo: {z,} = {zo, —20, 20, . .. }.
1

2. Ynt1 = —.

Tenemos que los puntos de equilibrio son ¢; = 1, ¢ = —1. La soluciéon de este
sistema sabemos que es un 2—ciclo, con:

1 1
{yn} = {yo: — Y0, —H - }
Yo Y

0
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Intuitivamente, vemos claramente que si yo esta cerca de +1, entonces yio es-

tara cerca de ﬁ = =+1, por lo que intuitivamente se ve de forma directa que

el modelo es estable. La demostracion rigurosa es un poco mas compleja.

Fijado ¢ € RT, tomando d; = ¢ se tiene claramente que:

lyo —c| <d=e=|yon —c|=|yo — | < ¢

Veamos ahora qué ocurre con los términos impares, sabiendo que yo,11 = /yo.
Consideramos 0 = ¢/2, y sea |yp — ¢| < 0, donde ¢ = £1. Tenemos que:

1
——c
Yo

_ il o ) e/2 €

*)
lyol O041c] d+1 <241 e+2

C—1Yo

€
Yo

_‘1—yoc

donde es directo comprobar que, para ¢ = £1, se tiene que |1 —yoc| = |¢ — yo,
y se ha empleado en (x). Por tanto, tomando § = ¢/2, se tiene que el modelo
es estable.

A continuacién, introducimos el concepto de atractor, el cual sirve para estudiar
el comportamiento del modelo a largo plazo.

Definicién 1.4 (Atractor local). Decimos que x. = ¢ es localmente atractiva o que
¢ es un punto atractor local si:

To € 1
36 € RT tal que A = lim z, = ¢
|zg —c| <6 e

Es decir, la sucesion solucién tenderd a c si valor xg € I escogido esté cerca de c.

Definicién 1.5 (Atractor global). Dada una solucién constante z. = ¢, decimos
que ¢ es un punto atractor global o atractiva globalmente si:

lim z, =c¢ Vag € 1
n—oo

Es decir, la sucesién solucién tendera a ¢ independientemente del valor xy € [
escogido.

Como es directo deducir, todo atractor global es a su vez un atractor local. No
obstante, que un punto de equilibrio sea estable no implica que sea un atractor,
como es el caso de los ejemplos de la pagina 34. Asimismo, un atractor no tiene por
qué ser estable, ya que puede darse el caso de que en las primeras iteraciones no
cumpla que |z, — ¢| < € (los limites tan solo trabajan con colas de la sucesién).

Ejemplo. Veamos un ejemplo de atractor.
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6,,
— f(x)
e -
4+ : ;
277 7\
9 2 4 6
2,,

Figura 1.3: Ejemplo de atractor local pero no global.

Sea la solucion constante x. de la figura. Tenemos que es un atractor local, ya
que graficamente se ve que si xy €]0,6[, entonces {z,} — z.. No obstante, no es
global, ya que si xy < 0 a priori no se da.

Definicién 1.6 (Estabilidad asintética). Decimos que x. = ¢ es globalmente (local-
mente) asintéticamente estable si es estable y es un atractor global (local).

En el caso de que no se indique si es global o localmente asintéticamente estable,
se entendera que es localmente.

Veamos ahora un importante teorema para saber si una soluciéon constante es
atractiva.

Teorema 1.2. Sea I un intervalo cerrado de R, y consideramos una funcion f dada
por:
f+ 1 — 1
x — f(z)

Supongamos que [ es una funcion contractiva (lipschitziana con constante de Lips-
chitz menor que 1), es decir:

I ERY, M < 1] |f(z) — fy)| < Mz —y| Va,yel
Sea la Ley de Recurrencia dada por f, es decir, x,+1 = f(x,). Entonces:
1. La ecuacion tiene una unica solucion constante, x. = c.

2. Si{x,} es una sucesion solucion, entonces lim x, = c.
n—o0

Demostracion. Se trata de una version més débil del Teorema del Punto Fijo de
Banach®, por lo que no se incluye la demostracién. Si desea demostrarlo, le reco-
mendamos seguir los siguientes pasos:

1. Si hay un punto fijo (supuesta la existencia), demostrar que es unico.

2. Demostrar que {z,} tiene limite L.

1Visto en Anilisis Matematico 1.
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3. Demostrar que L es el punto fijo.
m

Proposicion 1.3. Sila funcion es contractiva y estamos en R, la solucion constante
que encontremos (por ser contractiva), es asintéticamente estable globalmente.

Proposicién 1.4 (Criterio de la primera derivada). Sea la funcion dada por:

f: ICR — ICR
r — f()

Supongamos f € CY(I) y sea x. = ¢ un equilibrio.
» Si|f'(c)] <1, entonces x. es asintdticamente estable localmente.

w Si|f'(c)] > 1, entonces z,. es inestable.

» Si|f'(c)| =1, no podemos afirmar nada.

Demostracion. Distinguimos en funcién de los valores de | f'(¢)|:
» Si|f'(c)] < 1

Por ser f’ continua, 3§ € R™, r € [0, 1] tal que, si |[x — ¢| < §, se tiene que
|f'(x)] <7 < 1. Tomando t,s €]c — J, ¢+ 0[, por el Teorema del Valor Medio,
dz* € Je — 0, ¢+ [ tal que:

[f(&) = f) =1 @)t —s| <rlt—s| Vi s €le—d,c+ 0]

Veamos ahora que, si |zg — ¢| < 6, entonces |f"(zg) = x, — ¢| < r™§. Demos-
tramos por induccion sobre n:

e Paran=1:
|f(z0) — ¢ = |f(w0) — f(c)] < 7|zog —c|] <71

e Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

| (o) — e = [f(f™(x0)) — fe)| <r|f™ (o) — | <r-r"0 =16

Para ver la estabilidad de ¢, fijado € € R, tomamos 5 = min{J, e}. Tenemos
entonces que, tomando |xg — ¢| < § < J, entonces:

| (o) = @0 — | <10 <6< e
Por tanto, ¢ es estable. Ademads, como r < 1, tomando limite tenemos que:

0< lim |z, — ] < lim ™5 =0
n—oo n—oo

de lo que se deduce que lim z, = ¢, deduciendo entonces que es un atractor
n—oo

local. Por tanto, hemos concluido que ¢ es asintéticamente estable localmente.
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= Si|f'(c)] > 1:

Por ser f’ continua, 30 € R, r > 1, tal que, si |x — ¢| < §, se tiene que
|f'(x)| = r > 1. Tomando t, s €]c — §,c + [, por el Teorema del Valor Medio,
dz* € Je — 0, ¢+ 4] tal que:

[F(&) = f) =1 @)t —s| 2 rt —s| Vi s €le—d,c+d]

Veamos ahora que, si |xg — ¢| < 6, entonces |f"(xg) = z, — ¢| > r"|xg — ¢|.
Demostramos por induccion sobre n:

e Paran=1:
|f(@o) — | = [f(wo) = f(c)| = rl|zo — ¢
e Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

[f" (@) — el = [£"(f(w0)) — | > "|f(wo) — | > r™H|wo — ]

Por tanto, tenemos que:

|f"(20) = Tn — ¢| > 1" |z0 — ] Vn e N

Tomando limite con n — oo, tenemos que:

lim |z, —c| > lim r"|zg — ¢| = 00
n—o0 n—oo

Por tanto, no solo la solucién no se mantiene cerca del punto fijo, sino que se
va alejando de él. Tenemos por tanto que es inestable.

O
Notemos que el criterio anterior nos da informacién local, no global.

Ejemplo. Sea la Ley de Recurrencia dada por:
Tpy1 = Ii + an
Estudiar la estabilidad de sus soluciones constantes.

Sea la funcién asociada:

f: R — R

5 3
r — I+ -

4

Buscamos las soluciones constantes, aquellas que cumplen que f(z) = x:
=0
3 1
r=+-re=——r=0<= v

4 4 , 1 1
— - =0 = +=

Las soluciones constantes son: {0, 1/2, ~1/2}. Estudiamos ahora la estabilidad de estas

soluciones, mediante el criterio de la primera derivada. Para ello, primero calculamos
f'(x), al ser f derivable:

3

f(x) = 32 + 1

Evaluamos en cada punto fijo, y usaremos el criterio de la primera derivada:
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rol=|3] <1

Luego xq es asintoticamente estable localmente.

w =l

Luego xy, es inestable.

=12

Luego x-1/, es inestable.

Ejercicio. Sea la Ley de Recurrencia dada por:

Tpy1 = e

Estudiar la estabilidad de sus soluciones constantes.

Sea la funcién asociada:

f: R — R
r — e "

Veamos que tiene un punto fijo. Tenemos que f(0) = 1, f(1) = l/e. Definiendo
g = f — Id, tenemos que:

9(0) = f(0)=0=1>0

g(l)Zf(l)—1:§—1<0<:>1<e}:Hlf*eloal[lg(x*)zo

Por tanto, hemos visto que Jz* € |0, 1] tal que f(2*) = x*. Para aplicar el criterio
de la primera derivada, calculamos esta en primer lugar.
fllx)=—e"<0 VzeR
Veamos ahora que f'(z*) > —1:
fllz®) > -1 ™ >—l<=e @ <le=-—2"<0<=>2">0

Como z* € ]0, 1], tenemos que es cierto, por lo que se tiene que la derivada estd
entre —1 y 0; es decir, f'(z*) € | — 1,0[. En cualquier caso, |f'(z*)| < 1, por lo que
es asintoticamente localmente estable.

Ahora, nos preguntamos qué ocurre si |f'(c)] = 1 (ya que el criterio no aporta
informacién en este caso). Comenzamos introduciendo més conceptos para poder
estudiar este caso.
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Definicién 1.7. Sea x. un equilibrio de determinada ecuacion en diferencias. En-
tonces:

» Decimos que es estable por arriba (o semiestable por arriba) si:

VeeR", BeR" |sic<azg<c+d=|f"(xg) —c|]<e VneN

= Decimos que es estable por abajo (o semiestable por abajo) si:

Vee R, R |sic—d<zg<ec=|f"(x9)—c|<e VneN
Definicién 1.8. Sea x. un equilibrio de determinada ecuacion en diferencias. En-
tonces:

= Decimos que es inestable desde arriba si no es estable desde arriba.
= Decimos que es inestable desde abajo si no es estable desde abajo.

Definicién 1.9. Sea x. un equilibrio de determinada ecuacién en diferencias. En-
tonces:

» Decimos que es atractiva desde arriba (o que el punto fijo es atractor por
arriba) si:

BeR |c<rg<c+d= lim f*(zg) = lim z,, = ¢
n—o0

n—o0

= Decimos que es atractiva desde abajo (o que el punto fijo es atractor por abajo)
si:
EeERT |c—d<x<c= lim f*(x9) = lim z, =c¢
n—0o0

n—oo

Definicién 1.10. Sea z. un equilibrio de determinada ecuacion en diferencias. En-
tonces:

= Decimos que es asintéticamente estable desde arriba si es estable por arriba y
atractiva por arriba.

= Decimos que es asintéticamente estable desde abajo si es estable por abajo y
atractiva por abajo.

Proposicién 1.5 (Criterio de la Segunda Derivada). Sea la funcion dada por:

f: ICR — ICR
r — f(z)

Supongamos f € C*(I) y sea x. = c un equilibrio con f'(c) = 1.

» Si f"(c) > 0, entonces x. = c es asintdticamente estable por abajo e inestable
por arriba.

» Si f"(c) <0, entonces x. = c es asintdticamente estable por arriba e inestable
por abajo.
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» Si f"(c) =0, entonces no podemos asequrar nada.

Demostracion. Veamos el razonamiento intuitivo con las siguientes graficas:

(a) Caso de f convexa, f”(c) > 0. (b) Caso de f céncava, f”(c) < 0.

Figura 1.4: Idea intuitiva de la demostracion.

]

Volvemos a tener en esta ocasion un caso en el que no tenemos nada que asegurar.
Tratamos a su vez de estudiar este caso, con la siguiente proposicion:

Proposicién 1.6 (Criterio de la Tercera Derivada). Sea la funcion dada por:

f: ICR — ICR
r — f(z)

Supongamos f € C3(I) y sea x. = ¢ un equilibrio con f'(c) =1y f"(c) = 0.
» Si f"(c) > 0, entonces x. = ¢ es inestable.

» Si f"(c) <0, entonces x. = ¢ es asintdticamente estable localmente.

Demostracion. Veamos el razonamiento intuitivo con las siguientes gréficas:

(a) Caso de f"(c) > 0. (b) Caso de f"'(¢) < 0.

Paso de céncava a convexa. Paso de convexa a concava.

Figura 1.5: Idea intuitiva de la demostracion.
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En el caso de que f”(¢) > 0, tenemos que se trata de un punto inflexién que
pasa de concava a convexa. Por tanto, 30 € R* tal que:

" |z — | <, x <c, entonces f(x) es céncava. Debido al criterio de la Segunda
Derivada, x. es inestable por abajo.

» |z —c¢| <d, x> c entonces f(x) es convexa. Debido al criterio de la Segunda
Derivada, x. es inestable por arriba.

Por tanto, concluimos que x. es inestable.

En el caso de que f”(c) < 0, tenemos que se trata de un punto inflexién que
pasa de convexa a céncava. Por tanto, 39 € R tal que:

» |z —c| <,z <c, entonces f(z) es convexa. Debido al criterio de la Segunda
Derivada, x. es asintéticamente estable por debajo.

" |z —c| <, x> c, entonces f(x) es céncava. Debido al criterio de la Segunda
Derivada, x. es asintéticamente estable por encima.

Por tanto, concluimos que z. es asintoticamente estable localmente. O

Nuevamente surge la pregunta de qué hacer cuando f”’(¢) = 0. Para no alargar
mas el asunto, pararemos aqui, informando de que en este caso se deberia actuar
de forma similar, suponiendo que f € C*(I) y aplicando criterios de concavidad y
convexidad en ¢ para f. También hemos de tener en cuenta que, antes de recurrir al
estudio analitico de puntos fijos, es aconsejable (y muy habitual) dibujar la gréfica
de la funcién y observar el comportamiento de las 6rbitas de puntos cercanos al
punto fijo.

Recordamos que el Criterio de la Primera Derivada no aportaba informacién
si |f'(¢)] = 1. Ya hemos estudiado con criterios de derivadas de orden mayor si
f'(c) = 1. Estudiaremos ahora el caso de f’(¢) = 1, y para ello emplearemos el
siguiente lema.

Lema 1.7. Sea una funcion f : I — I continua, con I C R, y sea su ecuacion
en diferencias 11 = f(x,). Un equilibrio x. = ¢ de la ecuacion en diferencias es
asintoticamente estable localmente si, y solo si x. = ¢ es asintoticamente estable
localmente para la ecuacion en diferencias x,1 = (f o f)(xy).

Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

—>) Supongamos que z. es asintéticamente localmente estable para f. Entonces,
por ser estable para f, tenemos que:

VeeRY BeR"||zg—c| <d= |z, = f"(z0) —c|<e VneN
Por tanto, si esto ocurre para todo n € N, en particular ocurre para los multi-

plos de 2, por lo que es estable para f2. Ademads, por ser un atractor local para
f, tenemos que:

xg €1
36 € R* tal que A = lim z, = im f"(z9) =c¢
|$0 _ Cl <5 n—00 n—00
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De igual forma, si esto ocurre para todo n € N, en particular ocurre para los
multiplos de 2, por lo que es un atractor local para f2. Por tanto, tenemos que
es asintGticamente estable localmente para f2.

Supongamos que . es asintéticamente estable localmente para f2. Entonces,
por ser estable para f2, tenemos que:

VeeRY JS€RT ||og—c| <0 = |z, = f"(10) —c|<e VneN

Por tanto, ya esta resuelto para las iteradas pares. Para las iteradas impares,
buscamos aplicarle la estabilidad a f(x¢), y para ello necesitamos que se tenga
que |f(zg) — ¢| < 6. Usando la continuidad de f en ¢, fijado €; = min{¢/2,9/2}
podemos encontrar §; € Rt tal que:

2o — ¢ <01 = |f(20) — f(c)| = |f(20) —c| <e1 <6
Por tanto, tenemos que:

[f2" (@) — e = [f(f(z0)) — ¢ <&

Por tanto, como ocurre tanto para las iteradas pares como para las impares,
es estable para f. Ademds, por ser un atractor local para f2, tenemos que:

To € 1
35 € R* tal que A — lim z, = lim f*"(z) =c

Anélogamente al caso anterior, llegamos sin problema a que:

lim 2" (z) = nh—>r£lo f2(f (o)) = ¢

n—o0

Por tanto, vemos que z. es asintéticamente estable para f.

]

Observacion. Nétese que, mediante una sencilla inducciéon en las hipotesis de la
proposicion anterior, puede probarse que, para todo n € N, se tiene que x. = ¢ es
un equilibrio de la ecuacién en diferencias z,11 = f(z,) es asintéticamente estable
localmente si, y solo si x. = c es asintéticamente estable localmente para la ecuaciéon
en diferencias dada por 2,1 = f®")(x,).

Demostracion. Notemos que el caso n = 0 es obvio. Procedemos mediante induccién:

Caso n = 1: Por la proposicién anterior, tenemos que es cierto:
1
Tnir = fP (@) = (fo f)(xn)

Supuesto que se cumple para n — 1, probémoslo para n: Sabemos por hipote-

sis de induccion que x. = ¢ es un equilibrio asintoticamente estable localmente
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de la ecuacién en diferencias x, 11 = f(x,) si, y s6lo si lo es para la ecuacién

en diferencias:
2n71

- N
.Z‘n+1:f(2 )(.%’n):fOOf(l’n)

Sea g = f ) y aplicando el caso n = 1, tenemos que dicho equilibrio es
asintéticamente estable localmente para la ecuacién anterior si, y sélo si lo es

para:
anl 2n71

Tny1 = (gog)(x,) =(fo...ofofo...of)(x,)
La composicién de f se realiza 271 4+ 2771 = 2.2771 = 27 yeces, luego se tiene
que:

2n—1 2n—1 on

o= (Fo . 0foFo oD@ = (Fo oD@ = F2(z)

Tal y como queriamos probar.

Observacion. Notemos ademas que, si z. es un equilibrio para f, implica que lo es
para f2. No obstante, el reciproco no tiene por qué ser cierto, como el caso de que
f tenga un 2—ciclo.

Llegado este momento, estudiamos entonces el caso de f'(c) = —1.
Proposicion 1.8. Sea la funcion dada por:

f: ICR — ICR
r — f(z)

Supongamos f € C3*(I) y sea x. = ¢ un equilibrio con f'(c) = —1.

w 50 2f"(c) + 3(f"(c))* > 0, entonces x. = ¢ es asintdticamente estable local-
mente.

w Si2f"(c)+3(f"(c))* <0, entonces x. = c es inestable.
w S0 2f"(c) 4+ 3(f"(c))? = 0, entonces no podemos asegurar nada.

Demostracién. Consideramos g = f2, y sabemos que f € C3(I). Aplicando la regla
de la cadena tenemos que, para todo z € I:

g'(x) = f(f(@) = f(f(z))- f(x)

g"(x) = f"(f()) - (f'(@))* + f(f(2)) - f"(x)

g" (@) = f"(f@) - (f' (@) +2f () f" () - f'(f
P (@) - (f (@) +3f (@) f" () - f7(f

8

= f
= f

44



Modelos Matematicos I 1. Ecuaciones en diferencias de orden 1

Por tanto, evaluando en ¢, tenemos que:

gle) = o) f’<c>=1
g'(c) = £(c) = "(e) =0
§"(c) = =1"(0) = (€)= £(e) = = (2f"(c) + 3(7"(¢))?)

Como g(c) = f%(c) = f(c) = ¢, ¢'(c) = 1, ¢"(c) = 0, estamos en condiciones de
aplicar el Criterio de la Tercera Derivada para g. De esta forma:

= Sig”(c) > 0, entonces z, es inestable para g, es decir, no se tiene la estabilidad
para los términos pares de la sucesién {z, } asociada a f. Por tanto, al o tenerse
para los términos pares, podemos asegurar que . es inestable para f.

» Si ¢”"(c) < 0, entonces x. es asintéticamente estable para g. Por el Lema
anterior (Lema 1.7), tenemos que x. es asintoticamente estable para f.

Debido al valor de ¢"”(c), se deduce directamente lo buscado. O

Observacion. Sea f un polinomio de grado 2 la funcién asociada a una ecuacién en
diferencias, que es claro que f € C3(I). Supongamos que z. = ¢ es un equilibrio con
f'(¢) = —1. Tenemos que:

2f"(c) +3(f"(c))* = 3(f"(c)* > 0

Entonces, z. = ¢ es asintoticamente estable localmente.

1.3.3. Estabilidad de soluciones periédicas. Ciclos

Sea x,+1 = f(x,) una ley de recurrencia. Recordamos que un n—ciclo se de-
termina encontrando los puntos fijos de f". Adema&s, que no existe ningin k €
{1,...,n — 1} tal que dicho n—ciclo genere un k—ciclo. A lo largo de esta seccién,
debido al trabajo intensivo que realizaremos con ciclos, notaremos un m—ciclo como

{x_Oa cee 7xm71}

Definicién 1.11 (Iterada k—ésima). Sea z,+1 = f(x,) una ley de recurrencia con
f su funcién asociada, definimos la iterada k—ésima de f como la funcién f*, con
ke N\ {0}.

Notemos que, si {Zg, ..., Tm_1} es un m—ciclo de la ley de recurrencia dada por
Tni1 = f(x,) entonces, x. = Ty es un punto fijo de la iterada (m - n)—ésima de f,
con n € NU{0}. Es decir:

T, = [P (T) = (@) Ve e NU{0}
Definicién 1.12 (Estabilidad de un m—ciclo). Sea z,41 = f(z,) una ley de recu-
rrencia y sea {Zo, ..., Tm_1} un m—ciclo. Diremos que es estable si:
Ve e Rt 35 e Rt | |l’k —J]_k| <6 — |fmn+k($0) —ZIZ_k| <e¢
Yne NU{0}, Vk € {0,...,m —1}
Es decir, es necesario que todos los puntos fijos de la iterada m—ésima (los elementos

del m—ciclo) sean estables para f™, cada uno con su d; asociado. Bastara tomar
0 = min d; para obtener lo escrito en la definicién anterior.
k
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Definicién 1.13 (m—ciclo localmente atractor). Sea x,+1 = f(x,) una ley de re-
currencia y sea {Zg, ..., Tyn_1} un m—ciclo. Diremos que es localmente atractor si:

36 € RY | |z — ) < 6 = lim f™"F(xg) =7 Vkec{0,...,m—1}
n—oo

Es decir, es necesario que todos los puntos fijos de la iterada m—ésima (los elementos
del m—ciclo) sean atractores locales para f, cada uno con su J;, asociado. Bastara
tomar 0 = min d, para obtener lo escrito en la definicion anterior.

k

Definicién 1.14 (m—ciclo asintéticamente localmente estable). Sea z,41 = f(z,)
una ley de recurrencia y sea {g, ..., Tm,_1} un m—ciclo. Diremos que es asintética-
mente localmente estable si es estable y ademés es atractor local.

No obstante, al igual que en el caso de los puntos de equilibrio, tenemos un
importante criterio para analizar la estabilidad asintética sin necesidad de emplear
la definicién formal.

Teorema 1.9. Sea f: [ — I, I CR, f € CY(I) y{Zy,...,Tm_1} un m—-ciclo para
Tpt1 = f(x,). Entonces:

w Si|f'(Zo)- f'(T1) ... f'(T;mo1)| < 1 entonces, el m—ciclo es asintéticamente
estable localmente.

w Si|f'(To) - f'(71) - ... f'(Tm=1)| > 1 entonces, el m—ciclo es inestable.

Demostracion. Veamos que Ty es asintéticamente localmente estable para f™. Para
calcular (f™)", demostramos por induccién que, para todo m € N, se tiene que:

m—1

(f™(@) =[] F(fi2) Vael

k=0
donde f%(z) = .

s Param = 2:
1

(f2(@) = f'(f(@) - f'x) =[] F(F¥ )

k=0
= Supuesto cierto para m, demostramos para m + 1:

(f™H (@) = (f(f™ @) = f/(f"(@) - (f"(2)) =

— @) T] 7)) = [T £ )

k=0

Por tanto, como en ese producto se recorrera el ciclo completo, tenemos que:

Aplicando por tanto el Criterio de la Primera Derivada para f™, se tiene de
forma directa. O
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1.4. Modelo logistico

Recordamos que este modelo se presentd en la seccion 0.2, motivado por evitar
el crecimiento ilimitado o la extinciéon del modelo de Malthus. Para evitar la tasa
de crecimiento constante, se definia esta como una recta, de la forma:

pn+1
Pn

=a— bp, a,beR

De esta forma, se tiene que p,i1 = py(a — bp,). Ademds, vimos que para este
modelo tenga sentido y no haya poblaciones negativas, es necesario que se tenga que
0 < po < b, llamada esta dltima poblacion tope. Veamos que haciendo un cierto
cambio de variable, este modelo también lo podemos escribir como:

Tpy1 = azn(1 — 2,) a€eRT’

Demostracion. Proponemos realizar el cambio de variable:

Pn Pn
mn = — = b . —_—
afy a
De esta forma, tenemos que:
n b b b
a1 =b- 2 = 2 (@ bpa) =~ - paa (1 - - ‘pn) = ax, (1 — )
a a a a

]

Como ventaja de esta forma de escribirlo, tenemos que es adimensional; ya que
T, es una cantidad sin unidades al serlo a y bp,,. Representa por tanto porcentajes
de la poblacién, ya que buscamos que z,, € [0, 1] para todo n € N:

= Si z, = 0, implica que no hay individuos en la poblacién.

= Si z, = 1, implica que la poblaciéon toma el valor nimero de individuos, que
se ha visto que es la poblacion tope, @/b.

Nos preguntamos ahora qué es necesario para que el modelo esté bien planteado,
es decir, que x, € [0, 1] para todo n € N.

Proposicion 1.10. Sea un modelo logistico de la forma:
Tpy1 = azn(1 — 2y,) con a € RT.

Para que z,, € [0,1] Vn € N, necesitamos que a €]0, 4]

Demostracion. Sea la funcion asociada al modelo logistico,

f:[0,1] — R
r — ax(l —x)

Tenemos que es derivable, y su inico punto critico es el valor que anula su primera
derivada:

1
f’(m):a(l—x)—ax:():)l—x:x:)xzi
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Ademas, tenemos que f”(z) = —2a < 0, por lo que la funcién alcanza su maximo
1 1
absoluto en x = 5> con valor f 5) = %. Para conseguir que f([0,1]) € [0, 1],
exigimos:
1 a

Por tanto, tenemos que 0 < a < 4, por lo que a €]0,4] y se tiene lo pedido. [

La anterior proposicién se ve claramente en la siguiente Figura, ya que para
valores mayores que 4 se tiene que f(x) ¢ [0, 1].

1,21 S
—a =
17 77777777777777777777777777 a =
a=4
0,8 | a
0,6 t
0,4 |
0,2 |

02 04 06 08 1

Figura 1.6: Modelo logistico, f(x) = ax(1l — x) para distintos valores de a.

Ahora, trataremos de buscar soluciones del modelo logistico. Comenzamos por
lo que nos es més natural, estudiar primero los puntos fijos del modelo.

1.4.1. Puntos fijos
Estudiando los puntos fijos de la funcién f(x) = ax(1 — x), tenemos que:
Ccl = 0

c=ac(l—c)= ¢ V

l=a—acy = ¢y = &1

Ta
Notemos que la segunda solucién constante no tiene sentido biolégico (poblacional)
sia € 0,1].

Estudiemos ahora la estabilidad de dichas soluciones constantes. Tenemos que la
funcién asociada al modelo logistico es f(z) = ax(1 — z), derivable con:

f'(x) =a—2azx

Sustituyendo en las soluciones constantes, y aplicando el Criterio de la Primera
Derivada, obtenemos que:

F(0)=a Sia <1 entonces, es asintéticamente estable localmente
- Sia > 1 entonces, es inestable
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£ <a — 1) 9y { Sil<a<3 entonces, es asintoticamente estable localmente

a Sia>3 entonces, es inestable

Nos queda por tanto estudiar los casos a = 1 para xgy a = 3 para Ta-1:
a
= g = 1: En este caso solo hay una solucién constante, z. = 0. Tenemos que:

f0)y=1  f'(r)=-2a<0

Aplicando el Criterio de la Segunda Derivada, obtenemos que x. = 0 es
asintoticamente estable localmente por arriba e inestable por abajo. Como
el modelo esta definido en [0, 1], tan solo nos interesa lo que ocurre por encima
del 0, por lo que lo consideramos asintéticamente localmente estable.

()=

Por la observacion de la pagina 45, tenemos que es asintoticamente estable
localmente.

m g =3:

En resumen, tenemos el siguiente resultado, donde a.e.l. representa asintdtica-
mente estable localmente.

0<a<1l]|Oesa.ecl
1 <a<3|0esinestable y %1 es a.e.l.
3<a<4|0y “T_l son inestables.
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2. Ecuaciones en diferencias
lineales de orden superior

Notacién. A lo largo del tema, notaremos a N U {0} por Ny, considerando que
0¢N.

Las ecuaciones lineales de orden superior son un caso particular de ecuaciones
en diferencias de la forma:

h(flfn, T+l -« s Tntks n) =0

Con h una funcién h : I**! x Ny — I, donde I es un abierto de un cuerpo K! en su
topologia usual. También se puede escribir en su forma normal:

Tp+k = f(xna Tn+1y -5 Tntk—1, 7’L)
Con f una funcién f: I* x Ny — 1.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de ecuaciones en diferencias lineales de orden
superior:

1. Consideramos la siguiente ecuacién en diferencias:
Tpi1 =ax, +0 a,beR

Esta es ecuacion lineal auténoma de orden 1, que es un caso particular de una
ecuacion lineal de orden superior. Su funcién asociada es:

g: IQXNO — 1
(x,y,n) — y—ax—0>

En su forma normal, vendra dada por una funcién dada por:
fi IxNy — I
(x,n) > az+Db
2. Consideramos la siguiente ecuacién en diferencias:

. Tpt1 + Ty
Tpy2 = 9

'En esta asignatura, trabajaremos con K=R o K = C.
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Se trata de una ecuacion lineal auténoma de orden 2, que puede darse por la
forma h(z,, Tpi1, Tnie,n) =0 con h:

h: DPxNy — I

(. 2,m) — 2— 228

2

Que puede expresarse de forma normal por:
f: I’xNy — I
r+y
2

(z,y,n)

3. Consideramos la siguiente ecuacién en diferencias:

Tn—Tn+1 T

Tp4+3 = n+2

Es una ecuacion no lineal auténoma de orden 3, que puede darse por la ecuacién
h(xna Ln+1s Tn+2; Tn+3, 7’L) - 07 con fu:

h - I*xNy — I
(x,y,z,t,n) — t— ze" Y
Dada en forma normal por:

f : I3 x NO — I
(x,y,z,n) +— ze* 7Y

4. Consideramos la siguiente ecuacion en diferencias:
Tpio = Tp + 2"

Se trata de una ecuacion lineal no auténoma, de orden 2 que puede darse por
la forma h(zp, Tpi1, Tni2,n) = 0 con h:

h: PBxNy — I
(r,y,z,n) — z—x—2"
Que en forma normal viene dada por:

: IQXNO — I
f
(x,y,n) — x+2"

Definicién 2.1 (Solucién). Una solucién de una ecuacién en diferencias lineal de
orden k se trata de una sucesiéon de términos {x,} C I que verifica la ecuacién
h(Zn, Tpits - o Tugk,n) = 0 ¥n € N, para su funcién asociada h : I*71 x Ny — 1.

Definicién 2.2 (Problemas de Valores Iniciales). Un PVI se trata de un problema
cuya solucién es buscar la solucion de una ecuacion en diferencias de la cual se dan
unas ciertas condiciones iniciales:

_ h(l’n,l'n+1,...,$n+k,n) =0
(PVI)_{I'Z:CQGK, ZG{O,,]{?—l}

Para una ecuacién en diferencias de orden k, debemos tener k£ datos iniciales
para que tenga una tnica solucién.
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Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de PVI con y sin solucién unica.

= Un ejemplo de PVI sin solucion unica es:

(PVIT) = { o

= Un ejemplo de PVI con solucién tnica es:

Tn

(PVI) = { Tnt2 = €

ZﬁO:ZEl:l

En este tema nos vamos a centrar en las ecuaciones lineales de orden k € N, que
son de la forma:

Tppk + Qp—1Tnyk—1 + - .. + AoTp = by
a; € K Vie{0,...,k—1},a0#0, b, e K VneN (2.1)

Definicién 2.3 (Parte homogénea). Dada una ecuacién de la forma 2.1, llamamos
parte homogénea de la ecuacion a una nueva ecuacion dada por:

Tpik + Op—1Tpik—1+ ...+ apx, =0 ag # 0,a; € K

Exigimos la no nulidad de ag para que la ecuacién sea realmente de orden k, ya que
en caso contrario podriamos rebajar el orden de la ecuacién.

2.1. Soluciones

Vamos a ver que las soluciones de 2.1 se construyen con las soluciones de su
parte homogénea y una solucion particular de 2.1. Es decir, una soluciéon de 2.1
la obtendremos sumando a una solucién de la homogénea una solucién particular
de 2.1. Para probarlo, primero recordaremos que el espacio de las sucesiones en K
es un espacio vectorial de dimensién infinita, que nos ayudara a realizar el trabajo
necesario.

Notacion. A continuacion, notaremos por S al espacio de sucesiones en K. Es decir:
S=K"
Proposicion 2.1. Se verifica que S es un espacio vectorial de dimension infinita.
Demostracion. Gracias a las operaciones dadas por:
L Azn} +{yn} = A{zn + o} o {m}esS
2. a-{z,} ={a-z,} YaecK V{z,}€S.
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puede comprobarse facilmente que S es un espacio vectorial. Veamos ahora que es
de dimensién infinita. Fijado & € N, definimos la aplicacién que a cada sucesién le
asigna sus primeros k términos:

@ : S — K-
{z,} — (x1,29,...,21)

Veamos que es lineal y sobreyectiva:
» Lineal: Dados a,b € K, {z,},{y.} € S:

p({az, +byn}) = (az1 + by, axs + bys, ..., axy, + byy)

= a(zy, e, ..., Tk) + b(y1, Y2, - -, Yk)
=a-o({x,}) +b-p({{yn})

» Sobreyectiva: Dado (1, T, ..., 7;) € K¥ construimos la siguiente sucesién:

Vn e N

S Tz, si n<k
" 10 si n>k

Luego dim S > dimK* = k, para todo k € N, por lo que S tiene dimensién infinita.
]

Aunque el lector ya conozca el concepto de independencia lineal en un espacio
vectorial, incluimos a continuacion su definiciéon por ser esta de vital importancia en
el presente tema.

Definicién 2.4 (Linealmente independientes). Dadas {zl},..., {2} sucesiones en
K, decimos que son linealmente independientes si cada vez que tengamos:

af{ri}+.. . +an{a"} =0 cona; € K Vie{0,...,m}
Entonces, tendremos que a; = 0, Vi € {0,...,m}.

Definicién 2.5. Dada una ecuacién en diferencias como 2.1 definimos una funcién
L:S8 — S de forma que a cualquier sucesién X = {x,} € S le haga corresponder:

L(X) = {Tnik + @po1Tpyp—1 + ... + GoTp}
Y serd usual notar Y = {y,} = L(X). De esta forma, tendremos que:
L(X) = {yn} - {bn}

Proposicion 2.2. El conjunto de soluciones de la parte homogénea de una ecuacion
del tipo 2.1 es un subespacio vectorial de S.

Demostracion. Notemos que por ser la ecuacién en diferencias 2.1 lineal, obtenemos
que L es una aplicacion lineal y, por tanto, tendremos que

ker L={X €S| L(X) =0}

es un subespacio vectorial de §. Notemos que este subespacio vectorial corresponde
con el conjunto de soluciones de la parte homogénea de 2.1. O
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Ejemplo. Consideramos la siguiente ecuacion en diferencias:
Tpyo + 3Tpe1 + 22, =0

En este ejemplo, tenemos que L({z,}) = {zni2 + 3zp41 + 22, } vy nos preguntamos
por:

L L({1}) = {6}
2. L({2"}) = {272+ 3. 27" 2. 27 = {272 4 4. 2041} = {3.27F2} = {1227}
3. L({n}) ={(n+2) +3(n+1) + 2n} = {6n + 5}
4 LH(=D") = {1 =3+ 2)(=1)"} = {0- (=1)"} = {0}
{(=2)"H) ={(=2)"[(=2)* +3- (=2) + 2} = {(-2)"- 0} = {0}

Esto nos lleva a que {(—1)"} v {(—2)"} son soluciones de la ecuacién en diferen-
cias Tpyo + 3xpe1 + 22, = 0. Asimismo, como L({1}) = {6}, tenemos que es una
solucion de la ecuacion x40 + 3,41 + 22, = 6.

5. L

Proposicion 2.3. Cualquier solucion X de 2.1 es de la forma una solucion parti-
cular de 2.1 mds una solucion de su parte homogénea.

Demostracién. Supongamos ahora que X es una solucién particular de la ecua-
cion 2.1. Estudiemos ahora céomo son el resto de soluciones X de la ecuacion 2.1.
Sea por tanto X otra solucién de 2.1 distinta X, y consideramos el cambio de variable
Y = X — X. Tenemos que:

LY) = L(X = %) = L(X) = L(X) = {ba} — {ba} = {0}

Llegamos por tanto a que Y verifica la ecuacion homogénea de 2.1y, despejando X
llegamos a que X =Y + X, siendo X cualquier soluciéon de 2.1, que ha resultado
ser suma de la solucion de la parte homogénea mas una solucién particular. O]

Proposicién 2.4. Dada una ecuacion en diferencias de la forma 2.1 de orden k y
dada su funcion L, se tiene que dimker L = k.

Demostracion. Para probarlo, consideramos la siguiente aplicacion:

P kerL — KF
{z,} — (xo,21,...,75-1)

Dicha funcién le asigna a cada sucesion de ker L una k—upla con sus primeros k
términos. Veamos ahora que:

1. ® es lineal. Dadas dos sucesiones {z,}, {y,} € ker L y a,b € K, se tiene que:

Y(a{zn} +b{yn}) = v({az, + by,}) = (axo + byo, ax1 + byy, .. ., azy + byy,)
= a(xo, 1, ..., k) + b(yo, y1, - -, yk) = ad({zn}) + bb({yn})

2. 1 es biyectiva.
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» Veamos que es inyectiva. Sean dos sucesiones {z,}, {y,} € ker L tal que

77Z)({xn}) = (’IO; L1y 73:.14:) = (y07 Yty - 7yk) - ¢<{yn}) Entonces? tene-
mos un PVI (cuya solucién era unica), luego {z,} = {y.}.

» Dado (xg,21,...,2x) € KF, acabamos de dar k valores iniciales a una
ecuacion en diferencias de orden k, obteniendo un PVI, de donde po-
demos construir una solucién {z,} de forma recursiva. De esta forma,
tendremos que {z,} € ker L por ser solucién de la parte homogénea, con

Yv({zn}) = (w0, 71,..., 7).

Por tanto, como % es lineal y biyectiva, tenemos que el dominio y el codominio
tienen la misma dimensién, por lo que dimker L = dimK* = k. O

Por tanto, buscamos una base del espacio de soluciones de la parte homogénea
de 2.1, es decir, del espacio ker L. Esta base seran k sucesiones linealmente inde-
pendientes que pertenezcan a ker L. Introducimos la siguiente proposiciéon, que nos
servira para ver cuando distintas sucesiones son linealmente independientes.

Proposicion 2.5. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, sea

una aplicacion lineal f : V. — W yuvy,...,v, €V, si f(v1),..., f(vg) son linealmente
independientes, entonces vy, ..., v, también lo son.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que vy, .. ., v, son linealmente
dependientes. Por tanto, existen aq,...,a; € K no todos ellos nulos tales que:

a1U1+...+akUk:0
Y aplicando L llegamos a que:

0= f(()) = f(awl +...+ akvk) = (Ilf(’Ul) +...+ akf(vk,)

Con no todos los a; | i € {1,...,k} nulos, luego f(vy),..., f(vx) son linealmente
dependientes y llegamos a contradiccion. O]

Corolario 2.5.1. SiAy,..., A\, €K, con \; # \; Vi, j € {1,...,m}, i # j, entonces
{AT}, ..., {\M} son linealmente independientes.

Demostracion. Empleamos la siguiente funcion, que en la Proposicion 2.1 vimos que

era lineal:
@ S — K7
{z,} — (xo, 21, .., Tm_1)

Tenemos que:

90({)\711}) = (17 )‘17 ) )\Zn—l)

(A = (L A, AT
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Para ver que son linealmente independientes, necesitamos que el siguiente deter-
minante, conocido como el determinante de Vandermonde?, no sea nulo:

1 1 1
)\1 )\2 )\m
; : - H (Ai = A;) #0
: : : ' 1<i<j<m
DYDY D Vi
Por tanto, por la proposicién anterior tenemos que {7}, ..., {A\} son linealmente
independientes. O

2.1.1. Soluciones con multiplicidad simple

Como idea intuitiva, si recordamos la ecuacién lineal de orden 1 dada por la
ecuacion z, 1 + apr, = 0, vimos en el tema anterior que z,, = (—ag)"xo. Por tanto,
esto nos hace pensar que podremos encontrar A € K tal que x,, = A\". Para que esto
sea asi, es necesario que:

0= \"tF + ak,l)\nﬁk*l 4 g\t = A" ()\k + ak,1>\k71 4t ao)
Tras haber sacado como factor comun A", llegamos al polinomio
Nt ap N4 4a

A este lo llamaremos polinomio caracteristico de la ecuacion en diferencias, ya que
en la Seccién 3.1.1 veremos que esta asociado al polinomio caracteristico de cierta
matriz tal y como se definié en la asignatura Geometria II.

Definicién 2.6 (Polinomio caracteristico). Dada una ecuacién en diferencias de
orden k de la forma 2.1, se define su polinomio caracteristico asociado como:

p(N) =N+ ap N g

Por tanto, tenemos que x, = A" es una solucién de la parte homogénea de 2.1
si y sélo si A"p(A) = 0. La solucién trivial A = 0 no nos interesa, porque genera
la sucesién {0"} = {0}, que es cierto que pertenece a ker L pero es linealmente
dependiente respecto de cualquier otra, por lo que no pertenecera a la base. Por
tanto, buscaremos las k raices del polinomio caracteristico.

Supongamos que las k raices que encontramos son reales y ademas, distintas.
Entonces, por el Corolario 2.5.1 las sucesiones generadas son linealmente indepen-
dientes, y por tanto forman base de ker L y habremos calculado las soluciones de la
parte homogénea de 2.1.

Ejemplo. Consideramos el PVI dado por:

(PVI) — { Tn+2 + 3In+1 + 237” =0
To = T1 = 1

2Ya estudiado en Métodos Numéricos L.
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El polinomio caracteristico asociado a dicha ecuacién en diferencias es:
p(A) = A2 + 3\ +2
Tenemos que:

B A =—1
p()\)—()<:>{ Ny = 2

Vemos entonces que tiene dos raices distintas, luego {\7'} v {A}} son soluciones de
la ecuacion, linealmente independientes por la Corolario 2.5.1. Por tanto, como se
trataba de una ecuacion de orden 2 y dimker . = 2, tenemos que forman base del
subespacio de las soluciones de la parte homogénea, ker L. Por tanto, si {x,} es una
solucion de la parte homogénea, expresandolo en dicha base tendremos:

Tp, = aX} + b\ = a(—1)" + b(—2)" a,b e K

Para hallar los valores de a, b que satisfacen el PVI, tenemos que:

{xgz }(E){l:a—i-b }g}{azi&
z; =1 1=—a—2b b= -2
Por tanto, la solucion unica al PVI dado es:

Tp=3-(—1)"=2-(=2)" Vn e N
Ejemplo. Buscamos ahora resolver el PVI dado por:

(PVI) = { Tpto + 3Tps1 + 22, =6
Tog = T1 = 1

Por el ejemplo de la pagina 55, sabemos que {1} es una solucién particular. Por
el ejemplo anterior, veilamos que cualquier solucion de la parte homogénea es de la
forma:

z, = a(—1)" +b(—2)" a,beK
Como toda soluciéon de una ecuacion en diferencias no homogénea es la solucién
de la homogénea mas una particular, deducimos que cualquier solucion de la ecuaciéon
en diferencias planteada es de la forma:
T, =a(=1)"+b(—-2)" +1 a,be K
Para hallar los valores de a, b que satisfacen el PVI, tenemos que:
ro=1 l=a+b+1 a=20
(=it =00
Por tanto, la solucion unica al PVI dado es:

T, =1 Vn € N
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2.1.2. Soluciones complejas

Dado el polinomio caracteristico de una ecuacién del tipo 2.1, estamos interesa-
dos en ver qué ocurre cuando este tiene raices complejas. Mostramos los siguientes
ejemplos como motivacion:

Ejemplo. Tratar de encontrar todas las soluciones de la ecuacién en diferencias
dada por:

(PVI) = { Tnta + T =0

xg, 1 dados.

Esta ecuacién tiene como polinomio caracteristico p(A) = A\? + 1, de raices A = +i.
Sabemos por tanto que la sucesion es:

Tp=a-i"+b-(—i)"

Es solucién de la ecuacion, para ciertos a, b € C. Tratamos ahora de encontrar dichos
a y b solucionando el sistema:

x0:a+b
x1 = (a—b)i

Despejando a en la primera ecuacion y sustituyendo, tenemos:

1 . .
$1:($0—2b)Z:>b:§<$o—ﬂ>inWia:xQ—b:w
7

Por tanto, cualquier solucién al PVI dado es de la forma:

X — Wy, | To U1, g
Ty = 1"+ (—1)

Sabiendo que " es un 4—ciclo, al multiplicarlo por una constante seguira siendo un
4—ciclo. Ademas, como la ecuacion es lineal, sabemos que al sumar dos 4—ciclos
obtendremos otro 4—ciclo, ya que la composicién de aplicaciones lineales es lineal:

f4(xn +Yn) = f4<$n) + f4(yn) = Tn + Yn

Por tanto, tenemos:

Ty = To
Tan41 = T1
Tanra = _[L'O — il’l _ To + i!El = 2,
2 2
LT — 12 .o + 121 .9
Tin+3 = —1 5 +1 5 =1T) = —I

Notemos que, a pesar de que el término general de {z,} es un nimero complejo, si
Zo y x1 son numeros reales, la solucion serd una sucesiéon real por ser R cerrado para
operaciones.
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Ejemplo. Dada la ecuacién en diferencias del ejemplo anterior, nos preguntamos
qué pasa si tomamos como soluciones:

[terando, llegamos a que:
{zW} = {1,4,—1,—i,1,...}
(2@} = {1, —4,~1,4,1,.. .}

Ambas soluciones son un 4—ciclo. Quedandonos con las partes real e imaginaria,
tenemos:

R{zY) ={1,0,-1,0,1,...}
S({zY) ={0,1,0,-1,0,...}
R{x@Y) ={1,0,-1,0,1,...}
S({z?}) ={0,-1,0,1,0,...}

Notamos que las 4 sucesiones de ntimeros reales obtenidas también son soluciones a
la ecuacion en diferencias.

Recordamos que, dado un polinomio p(x) con coeficientes reales, si A € C es raiz
de p, entonces \ también es raiz de p. Por tanto, siempre que A\ € C sea raiz de
un polinomio caracteristico de una ecuacién de la forma 2.1, entonces {\"} y {Xn}
seran soluciones de la ecuacién en diferencias asociada al polinomio caracteristico.

Recordamos también que dado un nimero complejo A con médulo p y argumento
0, podemos expresarlo en forma polar como:

(cos(f) +isend)

P
p(cos(f) — isenf) = p(cos(0) + isen(—0))

> >

Usando la Formula de Moivre, tenemos:

A" = p"(cos(nf) + i sennd)
p"(cos(nf) — isen(nh))

Ademds, si A\ = a + bi, A\ = a — bi, podemos obtener su parte real y su parte
imaginaria como:
A+ A A=A
a:&e(A):%eR b=9() =" €R
1

Por tanto, ahora consideramos las sucesiones {x,}, {y,} siguientes, que toman va-
lores reales puesto que a,b € Ry X' = \™:

A\ A" — )
e = Xy G
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Y como {\"} y {Xn} son soluciones de la ecuacion en diferencias dada, entonces {x,, }

e {y,} son también soluciones porque son combinaciones lineales de dos soluciones.
Ademas, estas dos son reales y linealmente independientes en el espacio de sucesiones
de C, luego en el de R.

Resumiendo, si nuestro polinomio caracteristico tiene una raiz compleja, enton-
ces sabemos que tiene al menos 2 y que la ecuacion en diferencias asociada tiene
también dos soluciones reales, que coinciden con la parte real e imaginaria de la
solucion dada por la raiz y que ademés son linealmente independientes, luego si el
orden de la ecuacién era 2, la tenemos resuelta.

Por tanto, y a modo de resumen, con un polinomio caracteristico con coeficientes
reales asociado a una ecuacién en diferencias de orden 2 ocurriran las siguientes
casuisticas:

= Si tiene raices reales distintas, sabemos ya resolverlo.

= Si no tiene raices reales, tendré dos raices complejas (conjugadas), y la parte
real e imaginaria de estas formaran dos soluciones linealmente independientes.

= Si tiene una raiz reales con multiplicidad doble, no sabemos ain qué hacer. Lo
veremos en la siguiente seccion.

Por otra parte, notemos que si el polinomio caracteristico dado tiene coeficientes
complejos, no podemos asegurar que si A es una rafz de dicho polinomio, entonces A
también lo serd, luego no podemos aplicar lo dicho. No obstante, por norma general
esta situacion no se nos dard en la asignatura de Modelos Matematicos I.

Ejercicio. Resolver la ecuacién en diferencias siguiente:

— Tpy2 T+ Tpy1 + T = 0
(PVI) = { xg, x1 dado

Como caso particular, emplear o = x; = 1.

2.1.3. Soluciones con multiplicidad miiltiple

A continuacién, veremos qué ocurre cuando la multiplicidad es multiple, ya que
en este caso no podriamos obtener una base de ker L de forma directa. Veamos el
siguiente ejemplo concreto para multiplicidad doble.

Ejemplo. Se pide resolver la recurrencia:
Tpao —2Tp1+ 2, =0
Su polinomio caracteristicos es:
pA) =X =22 +1=\—-1)

Luego {x,} = {1"} = {1} es solucién de la ecuacién. No obstante, como sabemos
que dimker L = 2, nos falta otra solucién linealmente independiente con {1} para

61



Modelos Matematicos I 2. Ecuaciones en diferencias lineales de orden superior

poder obtener la forma general de todas las soluciones. Nos preguntamos ahora si
{z,} = {n} es solucién de la ecuacién:

m+2)—2n+1)+n=n+2-2n—2+n=0

Por tanto, si que es solucién. Nos preguntamos ahora si {1} y {n} son linealmente
independientes. La respuesta es afirmativa, luego todas las sucesiones de la ecuacion
se encuentran en el subespacio vectorial generado por los vectores {{1},{n}}. Es
decir, son de la forma:

{z,} ={a+b-n} a,b e K

En el ejemplo anterior, se podria decir que hemos tenido la “suerte” de obtener
que {n} es una solucién. A continuacién, vamos a razonar por qué se ha obtenido
dicho valor. Para ello, recordamos el siguiente lema, cuya demostracién no se incluye
por ser materia de Algebra L.

Lema 2.6. Sea p € Klz| un polinomio con coeficientes en K. Supongamos que X es
una raiz de p con multiplicidad m, es decir,

plx) = (z = A)"q(x) ¢ €Kz
Entonces, p”(\) = 0 para todo v € {0,...,m — 1} y p™ # 0.

Usando dicho lema, vamos a demostrar la siguiente proposicion, que sera un caso
particular del Teorema 2.8 para multiplicidad doble:

Proposiciéon 2.7. Sea una ecuacion lineal de orden k de la forma 2.1, y sea A
una raiz del polinomio caracteristico con multiplicidad 2. Entonces, {nA\"} es una
solucion de la ecuacion de la parte homogénea de dicha ecuacion.

Demostracion. Tenemos que el polinomio caracteristico de la ecuacion es:
p(z) = 2% + a2+ Fag
Definimos ahora el polinomio siguiente:
g(x) = 2" + apg2"H N 4o apa” =
= 2"p(x)
Derivando g, obtenemos:
d@)=m+k)z" ! fai(n+k— 12" 2 44 gona ! =
— na"p(a) + "y (1)
Como A es raiz de p(x) con multiplicidad 2, tenemos:

g/()\) _ (n+ k))\n—i-k—l + akil(n_‘_ k— 1))\n+kz—2 et aon)\n—l —
0

0
— NS 4 N T = 0
Queremos ver ahora que {nA"} es solucién de la ecuacién. Veamos si la verifica:

(n+ BN £ (n+k—Dag N 4 nag\” =
=X [(n+ XN (n+ k= Dap A" 4 g T = A 0=0

Por tanto, {nA\"} es solucién. O
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Ejercicio. Dada una recurrencia de orden k de la forma 2.1 y A € K raiz del poli-
nomio caracteristico con multiplicidad 2, se pide ver si {g(n)A\"} con ¢ un polinomio
de grado 1 es solucién de la recurrencia.

Si, porque al ser ¢ de grado 1, tenemos que ¢(n) = a + bn para ciertos a,b € K
y por tanto:
{g(n)A"} = {(a+ bn)A"} = {aA" + bnA"}
Como se ha visto que {\"}, {nA"} son soluciones, una combinacién lineal de ambas
también lo serd, por lo que {g(n)A"} es solucién de la recurrencia.

El teorema general es el siguiente, solo que no se incluird la demostraciéon por
ser esta de excesiva complejidad.

Teorema 2.8. Sea una ecuacion lineal de orden k de la forma 2.1, y sea A € K
una raiz del polinomio caracteristico con multiplicidad m € N, m < k. Entonces,

A AnAn}, o {n™ A"} son soluciones de la ecuacidn de la parte homogénea de
dicha ecuacion. Ademds, se tiene que {\"},{nA\"},... . {n™ 1\"} son linealmente
independientes.

2.1.4. Forma general de la solucién de la parte homogénea

A modo de resumen, dada una ecuacién lineal de orden k£ de la forma 2.1, su
polinomio caracteristico lo podemos escribir como:

o

pN) =TT A= x)™

i=1
donde \; € K Vi € {1,...,0} es una raiz del polinomio caracteristico, m; € N
Vi € {1,...,0} es su multiplicidad y o es el nimero de soluciones distintas del po-

linomio caracteristico.

Como consecuencia de todo lo anteriormente visto, tenemos que las soluciones
de la ecuacioén lineal 2.1 son de la forma:

Ln = Z filn) A}
=1

Con cada f; € K[z] polinomios con deg(f;) < m,;.

2.2. Comportamiento asintético de las soluciones

Introducimos la siguiente definicion que, al igual que ocurria con la definicién
de polinomio caracteristico de una recurrencia, se entendera en el siguiente tema,
donde generalizaremos dicha definicién.

Definicién 2.7 (Espectro). Llamamos “espectro” de una recurrencia al conjunto
de raices de un polinomio caracteristico p de la ecuacién 2.1, y lo notaremos por
a(p):

a(p) ={} e K|p(A) = 0}
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Habitualmente, notaremos por ¢ al nimero de valores propios distintos; es decir,

o = lo(p)]

Definicién 2.8 (Radio Espectral). Llamamos “radio espectral” de una recurrencia
al méximo de los valores absolutos de los elementos de o(p):

p(p) : = max{|\| | A € o(p)}

Proposicion 2.9. Dada una ecuacion lineal de orden k de la forma 2.1 con polino-
mio caracteristico p, se tiene que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todas las soluciones de la ecuacion homogénea tienden a 0.

2. p(p) < 1.

Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

1) = 2) Demostraremos el reciproco. Supongamos que 3\; € o(p) con |\ > 1
Entonces, tenemos que {\”} es una solucién, con:

(Al =1x"=1  Vn
Por tanto, tenemos que no es posible que {\} converja a 0.
2) = 1) Como hemos visto, todas las soluciones son de la forma:

lo(p)]

Tp = Z fl(n))\?

i=1
Tomando modulos, tenemos que:

lo(p)]

o) o)
[2al = | D filn)A} Z [ fi(n)[[A] = Z LA™ < po)" Y 1 filn)
i=1 =1

Ahora, para cada i € {1,...,0}, tenemos que f; € K[n] con deg f; < m < k.
Por tanto, y usando la notacién O grande usual en Algoritmica®, tenemos que
fi € O(n*=1), por lo que 3C; € R* tal que | f;(n)| < C;-n*~! para todo n € N.
Por tanto, tenemos que:

lo(p)]
0 < Jan| <n*p(p)"- > G

i=1
Como {n*!p(p)"} — 0 por ser p(p) € [0, 1], se tiene que {x,} — 0.

]

3Debido a que estos ejercicios estdn orientados a alumnos del Doble Grado en Ingenieria In-
formatica y Matematicas, se presupone conocida esta notacion. En caso contrario, se ha de probar
que dado un polinomio f € K[z] de grado n, existe una constante C' € R tal que |f(z)] < C - 2™
para todo x > 1.
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La utilidad de esta proposicién no es tanto calcular las raices y luego aplicarla,
sino aplicarla sin incluso conocer las raices. Esto se debe a que existen diversos
criterios que nos informan sobre este hecho, como el siguiente (vélido para polinomios
de grado 2):

Lema 2.10. Sea p(\) = A + a1\ + ag con ag,a; € R y sean \;, Ay € C las raices
de p. Entonces, se tiene que:

p(1)>0 <= 14+a1+a>0
M, [Ae] <l<=2Q p(=1)>0 <= 1—a;+ay>0 (2.2)
p(0) <1l <= a9<1

Demostracion. Si A1 y Ay son raices de p, entonces:

PA) = (A= A)A = A2) = A = (A1 + X)X + A ho
Por tanto, concluimos que A\ Ay = ag.
=) Supongamos que |[\| < 1y que |[Ay] < 1:

|ao| = [A1][Az] = [Mdo| < 1= a9 <1=p(0) <1

Veamos ahora que p(1),p(—1) > 0 mediante contradicciones.

» Supongamos que p(1) < 0. Como la pardbola es convexa, tenemos que

)\h’m p(A) = oco. Por tanto, por el Teorema de los Ceros de Bolzano, 3\ €
—00

[1, 400 tal que p(A) = 0. No obstante, es una contradiccién, ya que todas
las raices del polinomio cumplen que |A| < 1.

» Supongamos que p(—1) < 0. Como la pardbola es convexa, tenemos que
)\lim p(A) = oo. Por tanto, por el Teorema de los Ceros de Bolzano,
——00

I\ €] — o0, —1] tal que p(\) = 0. No obstante, es una contradiccién, ya
que todas las raices del polinomio cumplen que |A\| < 1.

<) Por el Teorema Fundamental del Algebra, sabemos que p tiene dos raices; sean
estas A, Ay € C. Distinguimos en funcién de si son reales o complejas:

» Si A\ € C\ R, tenemos que \y = A1, de donde:
ag = )\1)\2 = )\1)\_1: |>\1|2 <l=— |)\1| <1lA |)\2| <1

n Si )\1, A € R:
Sabemos que A\j Ay = ag < 1. Ademas, tenemos que:

p(l)=14a;+ay >0
p(—1)=1—a;+ay>0

Sumando, tenemos que 2 + 2ag > 0 <= ag > —1, de lo que deducimos
que |ag| < 1. Por tanto, tenemos que:

lao| = [M o] = [ M| - [Ao] <1
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Por tanto, al menos una raiz tiene médulo menor que 1. Supongamos sin
pérdida de generalidad que es \j; es decir, |\] < 1.

Y

p(1)
[
46—074‘i—> €T

1N

Por los valores que toma la parabola p en las abscisas —1, A1, 1, deducimos
que se produce un cambio de monotonia en el intervalo |—1, 1] . Por tanto,
respecto de su monotonia tenemos:

e Si A < —1: Tenemos que p es estrictamente decreciente, por lo que
p(A) = p(—1) > 0. Por tanto, Ay no pertenece a este intervalo.

e Si A\ > 1: Tenemos que p es estrictamente creciente, por lo que p(\) >
p(1) > 0. Por tanto, A no pertenece a este intervalo.

Por tanto, deducimos que Ay € | — 1, 1], y por tanto también llegamos a
que |Aq] < 1.

]

Corolario 2.10.1. Como consecuencia, si {x,} es solucidn de una ecuacion lineal
de orden 2 y se cumplen las tres condiciones del Lema 2.10, de la Proposicion 2.9
deducimos que {x,} — {0}.

A continuacién, estudiaremos aplicaciones de las ecuaciones en diferencias linea-
les a la economia. Vamos a ver dos modelos que describen la evolucién de la renta
de un pais, el primero de orden 1 (Modelo del efecto multiplicador) y el segundo de
orden 2 (Modelo de Samuelson).

2.3. Modelo del efecto multiplicador

El siguiente modelo macro-econémico incluye las siguientes magnitudes:
= Y representa la renta nacional.
» (' el consumo privado (de empresas o particulares).
» [ representa la inversion (puede ser privada, publica, ... )
Las hipétesis que se consideran en este modelo son:
= Suponemos que se gasta toda la renta en el consumo y la inversion.
= Suponemos que no hay déficits.

= Suponemos también que la inversién I es constante, I € RT.
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Modelo estatico
En este caso, el consumo privado, C' € R™, es constante también, por lo que:

Y=C+1 C,I eR"

Esto implica que la renta no cambia a lo largo del tiempo, se mantiene de igual
forma constante. Notemos que este modelo no tiene gran interés.

Modelo dinamico
Sea n el nimero de unidades temporales (posiblemente anos, o meses), y bus-
camos obtener la renta nacional de cada etapa. En este caso, el consumo C),
es lineal en funcién de la renta:

Cn =aY, 1 +a, a € R «a€l0,1]

La marginal « indica la tendencia al gasto (qué porcentaje de la renta gas-
tamos), mayor cuanto mas cercano es el valor de a a 1. La renta nacional de
cada etapa queda:

YV,=C,+1I,=aY, 1+a+1 a,] € RT, a€]0,1] (2.3)

2.3.1. Soluciones del modelo

Buscamos ahora las soluciones del modelo del efecto multiplicador dindmico.
Primero, resolvemos la ecuacién homogénea:

(r) _ ny (h)
Y =a"y,
Posteriormente, buscamos una solucién particular de 2.3. La forma mas facil es
buscar una solucién constante Y.:

a—i—[_ a n 1
l—-a 1l—-a 1-a«

YVo=aY,+a+ <Y, =

De esta forma, todas las soluciones del modelo son de la forma:

a+1
11—«

Y, = a"YO(h) +

Si conocemos Yy, la evolucion de la renta viene dada por:

a+ 1
1l—«

Y,=Yo—Y)a"+Y. con Y,=
Por ser a € |0, 1], tenemos que lim Y,, =Y.

n—o0

Como 0 < a < 1, tenemos que 1 < ﬁ por lo que Y, > I. Por tanto, a largo
plazo tendremos una renta mayor que la inversion realizada, produciéndose un efecto
“multiplicador”. De aqui viene el nombre del modelo.
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2.4. Modelo de Samuelson

También llamado modelo del efecto acelerador/desacelerador, se trata de una
modificacién del modelo del efecto multiplicador. Parte de las mismas premisas pero
en este caso se supone que la inversion no es constante, y que esta dividida en
inversion publica y privada:

I = [pﬁblica + ]privada
» La inversién piblica (también llamada gasto) se supone constante:

Ipliblica =G e R*

= La inversiéon privada viene dada por:
Iprivadan - ﬂ(Cn - Cn—l) ﬁ S R+

De esta forma, si el producto fue rentable en el ano anterior y el consumo au-
mentd, la inversién aumenta (se acelera). Por otra parte, la inversién disminuye
(desacelera) si el consumo disminuyé. El valor 5 se conoce como coeficiente
acelerador.

De esta forma, tenemos que la inversién es:
I, = Inablica + Tprivada, = G + B(Cy, — Crz1) G,peR”
El consumo, no obstante, no cambia respecto del modelo anterior.
C,=aY,_1+a a e RY ae]0,1]
Escribimos la ecuacién del modelo:

Y,=C,+1,
=aY, 1+a+G+5(C,—Ch1)
=aY, 1 +ta+G+BaY, 1 +a—aY, s—a)
=aY, 1 +a+ G+ pBaY, 1 — paY, -
=a(f+1)Y,1 —paY, 2 +a+G

Muchos autores simplifican la parte constante G + a, llaméndole G (entendiendo
que engloba al gasto més la constante a). De esta forma, la ecuacién del modelo de
Samuelson nos queda:

Yn == O{(ﬁ + 1)Yn—1 - OéﬁYn_Q + G (24)
Una ecuacion de orden 2, que puede escribirse también de la forma:

Yn+2 - O{(ﬁ + 1)Yn+1 - O‘BYn +G
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2.4.1. Soluciones del modelo

Comenzamos pues buscando primero una soluciéon particular de la ecuacion 2.4.
Suponemos que existe una soluciéon constante Y, y procedemos a calcularla:

Y.=a(f+1)Y.—afY.+ G
=aY,(B+1-0)+G
=aY,+G

Por tanto, la solucion constante tenemos que es:

A continuacién, resolvemos la parte homogénea de 2.4:
Y, =a(l+B)Y, 1 —afY, »
Su polinomio caracteristico es:
p(N) =2 —a(l + B +ap
Buscamos aplicar el Lema 2.10, para evitar calcular las raices de p:

pl)=1-a(l+p)+af=1-a>0
p(=1)=1+a(l+pB)+aB >0
p(0) = af

Aplicando dicho Lema, tenemos que:

= Si aff < 1, entonces las soluciones de la parte homogénea tienden a cero, de

donde cualquier solucion de 2.4 tiende a la solucién de equilibrio Y, = &

= Siaf > 1, entonces Y, no es atractor, puesto que las soluciones de la parte
homogénea no tenderan a 0.
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3. Sistemas de Ecuaciones en
Diferencias

En este tema, estudiaremos sistemas de ecuaciones en diferencias no auténomos.
Es decir, los que son de la forma:

{ Tpt+1 = f(mmyn)
Ynt+1 = g(wm yn>

Con f,g: KxK — K, donde a menudo podremos sustituir el cuerpo K por cualquier
subconjunto no vacio suyo ) # I C K, de forma que f(I) C I.

Ejemplo. Dado el siguiente sistema:

X =T a
{ n+1 n+ GGR

Ynt1 = 2Un + y721

Donde f(x,y) =x+ay g(z,y) = 2y + y?. Observamos que la relacién entre x,, e y,
es inexistente, son variables desacopladas, que podriamos ver como dos ecuaciones
independientes.

Ejemplo. Un ejemplo de sistema de ecuaciones en diferencias es:

Tpi1 = Tp(az, + by, + ¢)
a,b,c,d,e, f €R
{ Yni1 = Yn(dwy + €yn + f) /

donde:
f(z,y) = z(ax + by + ¢)
9(z,y) = yldz +ey + f)

Es un sistema no lineal, ya que las ecuaciones que aparecen no son lineales. Se trata
de la version discreta de un modelo presa-depredador, donde tenemos dos entidades
(dos especies, dos empresas, ...) que compiten entre ellas.

Ejemplo. Un ejemplo de un sistema de ecuaciones en diferencias lineal es:

Tpt1 = ATy + byn a, b, c, deR
Ynt1 = CTyp + dyp,

Donde podemos observar que las funciones asociadas son lineales:

f(z,y) = ax + by
g(z,y) = cx +dy
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Ejemplo. Ademds, podemos tener sistemas de ecuaciones en diferencias no auténo-
mas:

Tp4+1 = NTpYn
Yns1 = Yo + 17
donde tenemos:
f(z,y,n) =nxy
g(x,y,n) =y* +n’

en este caso, f y ¢ son funciones con dominio K x K x Nj.

3.1. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales

Comenzaremos el estudio de los sistemas de ecuaciones en diferencias estudian-
do primero el tipo mas sencillo: los sistemas de ecuaciones en diferencias lineales.
Estos sistemas estaran dados por m € N ecuaciones en diferencias lineales, siendo el
sistema de la forma:

Tintl = Q11%1, + Q12T2, + -+ + @G pTma, + bip
Topt1 = G21%1, ~+ Q29%T2, + - + GymTma, + bap

) ) ) ) _ (3.1)
Tmn+1l = Am1T1in + Ay 222 n + -+ A mTm,n + bm,n

Con aj,, bj, ¢ K Vje{l,...,m},VneN.

Dado un sistema de ecuaciones lineales en diferencias de la forma 3.1, podemos
expresarlo de forma matricial definiendo, para cada n € N; los vectores X,,, B, de
la forma:

T1n bl,n
X2, bg7

X, = | ek, B, = "l ek
Lm,n bm,n

Definimos también la matriz:

a1 Qir2 - Aim
Q21 Q22 -+ A2.m

M = . _ ) ) € M,(K)
Am1 Am2 - Amm

Tenemos entonces que el sistema puede expresarse de forma matricial como:

Xpi1 = MX, + B, (3.2)

3.1.1. Equivalencia entre sistemas de ecuaciones lineales y
ecuaciones de orden superior

En la presente seccion, veremos la equivalencia entre sistemas de ecuaciones

lineales y ecuaciones de orden superior, ya que todo sistema de ecuaciones lineales

en diferencias se puede expresar como una ecuacion lineal de orden superior, y
viceversa.
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Sistemas de ecuaciones lineales como ecuaciones lineales.

Estos sistemas de m ecuaciones pueden convertirse en ecuaciones en diferencias
de orden m. Este proceso es complejo cuando hay mas de dos ecuaciones, por lo que
lo planteamos tan solo para un sistema de 2 ecuaciones como el siguiente:

Tp4+1 = ATp + byn + €n
{yn-i-l:CCCn“f‘dyn"i_fn a,b,C,dGK’ enafneKVHEN

De la primera ecuacién, tenemos que by,, = z,+1 — az, — e,. Sustituimos el valor
de y, de la segunda ecuacién en la primera, obteniendo:

Tpi1 = ATy + b (CTpo1 + dypn—1 + fn1) +en

Sustituyendo ahora el valor de vy, despejado inicialmente, tenemos:

b
= (a+d)x, + (bc — ad)r,_y — dep_1 +bfn1 + e

d
Tpp1 = at, +b (czvnl + - (T —avy 1 —ep1) + fn1> + én

Notemos que el polinomio caracteristico de la ecuacién de orden 2 obtenida es el
asociado a la matriz M formada por los coeficientes de las partes homogéneas del
sistema dado:

M:(CCL Z) pu(N) =A% — (@ + d)\ + (ad — be)

Ecuaciones lineales como sistemas de ecuaciones lineales en diferencias.

Por un lado, en el apartado anterior hemos visto para el caso de 2 ecuaciones, que
un sistema de ecuaciones lineales en diferencias se puede expresar como una tunica
ecuacion de orden mayor. Veamos ahora el proceso opuesto, que cada ecuacion en
diferencias lineal de orden k se puede escribir como un sistemas lineal de ecuaciones
en diferencias.

n k=1:
Tni1 :a$n+bn

Trivialmente, se trata de un sistema lineal de ecuaciones, aunque con tan solo
una ecuacion.

n bk =2:

Tpt2 + Q1Tpi1 + ATy = bn

Podemos escribirla de forma matricial. Sean la matrices X,,, B, dadas por:

() me(2)
Tn+1 bn

Definimos la matriz de coeficientes M por:

M:( 0 1 >
—Qap —aq
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Tenemos entonces que X,,; = MX,, + B,, llegando entonces a lo buscado.
Ademas, puede probarse que el polinomio caracteristico de M es:

paur(N) = det [M — M| = A2 + a1\ + aq

Efectivamente, coincide con el polinomio caracteristico de la recurrencia, de
ahi el origen del nombre.

» Sea k € Ncon k > 2:

Tptk T A—1Tpik—1 + - + ATy = 0

Que también escribimos de forma matricial, con:

Ty, 0
Tn :
Xn = .+1 > Bn - )
: 0
Tn+k—1 bn
Sea la matriz de coeficientes:
0 1 0 0
0 0 1 0
M = : : : . :
0 0 0o ... 1
—Qayp —a; —a ... —QAkp—1

Obtenemos entonces el sistema X, = MX,, + B, llegando a lo buscado.
Ademas, puede probarse que el polinomio caracteristico de M es:

par(N) = det [M — M| = M+ ap A1 -+ ag

Efectivamente, coincide con el polinomio caracteristico de la recurrencia, de ahi
el origen de las definiciones vistas en el Tema 2, como polinomio caracteristico
de una recurrencia, espectro de una recurrencia, etc.

3.1.2. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Dado un sistema de ecuaciones lineales en diferencias de la forma 3.1 con el
término independiente B,, = 0, Vn € N (es decir, un sistema homogéneo), el sistema
en forma matricial queda de la forma:

Xpar = MX, (3.3)

Veamos algunas formas de resolver este tipo de sistemas.

Opcién 1. Convertir a tnica ecuacion.

En primer lugar, para resolver el sistema podemos convertirlo en una unica ecua-
ciéon de orden superior, y resolver dicha ecuacion en diferencias lineal como se vio
en el Tema 2. No obstante, para un nimero elevado de ecuaciones esto puede ser
complejo, por lo que no suele ser la opciéon aconsejada.
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Opcién 2. Calcular potencia n—ésima.

El sistema que nos ha quedado nos recuerda al Modelo de Malthus ya estudiado,
por lo que podemos deducir (se demuestra ficilmente mediante induccién) que las
soluciones a los sistemas de ecuaciones en diferencias lineales homogéneos seran de

la forma:
X, = M"X,

Para calcular la potencia n—ésima, en el caso de que M sea diagonalizable podremos
resolver dicha potencia sin problema ninguno usando conocimientos de Diagonaliza-
cion, estudiado en Geometria II. Otra opcién (a priori mas complicada) es calcular
directamente la potencia n—ésima, usando para ello induccién.

Ejemplo. Resuelve el sistema de ecuaciones en diferencias linea homogéneo siguien-
te en funcién de X, € K? dado:

11

Tenemos que la solucién es:
1 1\"
- (1) %

Para calcular la matriz n—ésima, diagonalizamos la matriz. Su polinomio carac-
teristico es:

pN) =X =3x+2=A—-1)(\—2)

Por tanto, los valores propios son \; = 1, Ay = 2. Calculamos los vectores propios
asociados:

Vl—{xeK2

xr e K2

Por tanto, tenemos que:

-1
11 1 0 11 1 " —1
X”:<o 1)(0 2"><o 1) X":<o on )XO

Opcion 3. Obtener base del espacio de soluciones.

Siguiendo la misma notacién que se vio en el Tema 2, sea S™ = (K™)N el espacio
de sucesiones de vectores de m componentes sobre K. Debido a la equivalencia entre
sistemas y ecuaciones lineales, tenemos que el sistema matricial de la forma 3.3
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se puede expresar como una ecuacion de orden m, luego el nicleo de la funcién
definida en la Definicién 2.5 (que coincide con el espacio de soluciones de la ecuacién
homogénea) tendra a su vez dimensiéon m, que era el nimero de ecuaciones del
sistema. Por tanto, tenemos que la dimension del espacio de soluciones de un sistema
de m ecuaciones en diferencias lineales es m; dimker L = m. Veamos ahora cémo
obtener elementos ker L.

Proposicion 3.1. Sea un sistema de ecuaciones en diferencias lineales homogéneo
de la forma 3.3. Si X\ es un valor propio de M y vy es un vector propio asociado a
A, entonces:

X, = \N'vy, € ker L

Demostracion. Hemos de ver que X,,.1 = M X, usando que X,, = \"v). Tenemos:
Xpg1 = AN"hoy = A" doy = A" M vy = MA"vy = M X,
Por tanto, queda demostrado lo buscado. O]

Ejemplo. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales en diferencias, dado

por:
1 2
Xn+1 = (4 _1) Xn

El polinomio caracteristico de la matriz es:
pA) =X —1-8=X-9=(A+3)(A—3)

Calculemos los vectores propios asociados:

a-frer (2 2)-w-o
frewl(2 ) eme)-ef(1)

comee[(3 2) oo
S CHEDER(EY)

Por tanto, como dimker L = m = 2, hemos encontrado una base del espacio de
soluciones. Tenemos que una solucién X,, genérica de la ecuacién sera:

Xn_Clgn(})—i—CQ(—?))n(_lQ) Cl,CQEK

Opcién 4. Usaremos el Teorema de Cayley-Hamilton.

Recordamos el Teorema de Cayley-Hamilton, cuya demostracién no se incluye
por ser materia del temario de Geomtria II.
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Teorema 3.2 (Teorema de Cayley-Hamilton). Sea A € M,,(K), y sea p(\) su
polinomio caracteristico. Entonces, A anula al polinomio caracteristico:

p(A) =0

Veamos ahora como nos ayuda este Teorema a estudiar los sistemas homogéneos,
de la forma 3.3. Sea el polinomio caracteristico de M el siguiente:

PN) = A" 4 A" 4 ag

donde, recordamos, m es el nimero de ecuaciones que forman el sistema. Entonces,
por el teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que:

M™ 4+ @ M™ o dag - Id=0= M™ = —a,, . M™ ' — . —ay-Id

Estudiemos ahora la solucién de X,,. Sea n > m, ya que nos interesaran itera-
ciones mayores, ya que las primeras las podremos calcular manualmente. Tenemos:

X, = M"Xy = M™ " M"X, =
()

= M (—@p M™ = —ag - Id) X =
= —am,anleo — = Qg MnmeO
= _am—an—l — Qo Xn—m

donde en (*) hemos aplicado el Teorema de Cayley-Hamilton. Por tanto, hemos lle-
gado a una recurrencia de vectores, donde no encontramos matrices, por lo que se
trata de resolver una recurrencia por cada componente de X,,, es decir, m recurren-
cias, que sabemos resolver tal y como se vio en el Tema 2. Notemos que todas ellas
son iguales salvo los valores iniciales, por lo que este hecho nos facilitara el calculo
de las soluciones, al solo tener que resolver de forma general una de las recurrencias.

Comportamiento asintético de los sistemas lineales homogéneos.

En la presente seccidn, estudiaremos el comportamiento asintético de un siste-
ma de ecuaciones en diferencias lineales homogéneo, de la forma 3.3. Incluimos las
siguientes definiciones, que dan sentido a las respectivas definiciones que hicimos en
el Tema 2 para recurrencias.

Definicién 3.1 (Espectro). Sea el espectro de una matriz M € M,,(K) el conjunto
sus valores propios:

o(M): = {A € K| p(\) = 0}
={AeK|IweK™ v#£0, con Mv = v}

Definicién 3.2 (Radio Espectral). Sea el radio espectral de una matriz M € M,,(K)
el maximo de los valores absolutos (en el caso de C, el médulo) de sus valores propios:

p(M) : = max{|A| | A € o(M)}
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Definicién 3.3 (Valor propio dominante). Sea M € M,,(K) una matriz, y sea
(M) su espectro. Se dice que \; € o(M) es el valor propio dominante de M si
A; > 0, la multiplicidad de \; es simple y, ademas:

A> A YA €a(M), A#£N

Incluimos ademas el siguiente lema, cuya demostraciéon no se incluye por no
formar parte del objetivo de la presente asignatura, sino de Algebra Lineal.

Lema 3.3. Sea M € M,,,(K) una matriz, y sea p(M) su radio espectral. Tenemos

que:
lim M"=0<+<= p(M) <1

n—oo

El anterior lema tiene un importante corolario, que nos sera de utilidad y que es
de demostraciéon inmediata.

Corolario 3.3.1. Dado un sistema de ecuaciones lineales en diferencias homogéneo
de la forma 3.3, se verifica que:

Iim X, =0<=p(M) <1

n—o0

Demostracion. Se ha visto que X,, = M" Xy, con M € M,,(K). Como p(M) < 1,
tenemos que:

lim X, = lim M"Xy;=0-X,=0

n—oo n—o0

]

Veamos ahora cémo determinar p(M) de formas més sencillas. De forma directa
por la definicién, tenemos lo siguiente:

Observacion. Sea A € M,,(K) con \; € K valor propio dominante de A. Entonces,
tenemos que:

Veamos ahora cémo acotar p(M) con el siguiente resultado, el cual no se de-
muestra por ser materia de Algebra Lineal.

Proposicién 3.4. Sea A € M,,(K), y sea || - || una norma matricial cualquiera.
Tenemos que:

p(A) < [[A]

Proposicién 3.5. Dado un sistema de ecuaciones lineales en diferencias homogéneo
de la forma 3.3, si M es una matriz con valor propio dominante \;, entonces:

lim == = aw,.
n—00 )\;L i

donde vy, € K™ es un vector propio asociado a \; y o € K.
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Demostracion. Dado v € K™, usaremos la notacién v(k) para notar la componente
k—ésima de v, donde k € {1,...,m}.

Por la forma de resolver los sistemas homogéneos empleando el Teorema de

Cayley-Hamilton vista, para cada k € {1,...,m} tenemos que
lo(p)|
wn(k) = ci(R)AT 4+ ¢;(k)p;(n)A]
];élz’

donde hemos usado que \; tiene multiplicidad simple y, por lo visto en el Tema 2,
para cada j € {1,...,|o(M)|}, j # i tenemos que p; € K[n] es un polinomio con
grado degp;(n) < m;, donde m; es la multiplicidad de A;. Dividiendo entre A7,

tenemos:
. o) A"
(5) 0 =eto+ 3 oo (1)
g
Como se vio en su momento, debido a la notacion O grande usual en Algoritmica,
para cada j € {1,...,|0c(M)|}, j # i tenemos que p; € O(n™ '), por lo que

lo(p)l

0<|($) 0]t < Sl ol - (

3C; € R* tal que |p;(n)| < C;-n™ ! para todo n € N. Tenemos entonces para cada
j:17

ke{l,...,m} que:
VIS
Ai
JF

o) N
<Y Il 0yt (|3
j=1 ‘

> n
i

como A; es el valor propio dominante, tomando limite tenemos lo buscado, notando
por « a:

ci(k)
o= Vke{l,....,m
i k) { }
Se puede probar que ese cociente es constante, por lo que dicha definiciéon de « tiene
sentido. O

La siguiente Proposicion nos muestra el crecimiento a largo plazo de a poblacién,
algo que nos sera de vital importancia para estudiar el comportamiento asintético.

Proposicion 3.6. Dado un sistema de ecuaciones lineales en diferencias homogéneo
de la forma 3.3, si M es una matriz con valor propio dominante \;, entonces:

Xl
1 =\
e X
Demostracion. Tenemos que:
Xnt1 lim Xnt1
Xl Xl AT A nooo || AP
lim = lim . ;=N lim e = A —
nooo [ Xl noee [| Xl NPT oo || X, pe
! — lim ||—
)\;‘ n—so0 )\?
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donde he empleado que A; > 0 y que el limite del cociente es el cociente de los
limites. Usando que la aplicacién norma vectorial es una funcién continua, tenemos
que:

Xn+1
lim Xl _ PV L A ). ooyl
—\ 'y _
e Xl lim X oo,
n—00 )\?

]

Razonemos ahora cuédl es la utilidad de esta Proposicién. Supuesto que sepamos
que una matriz A € M,,(K) tiene un valor propio dominante \;, sabemos que
p(A) = A;. No obstante, a veces no es facil determinar dicho valor propio dominante,
por lo que (supuesta su existencia) podemos aproximarlo calculando los cocientes
presentes en el apartado anterior.

El problema que encontramos aun es demostrar la existencia de dicho valor
propio dominante, algo que no siempre es facil. En nuestro caso, como en la gran
mayoria de los casos trabajaremos con matrices cuyos coeficientes son todos ellos no
negativos, tenemos un resultado que nos ayuda.

Definicién 3.4. Sea A € M,,(K). Decimos que A es positiva (respectivamente es-
trictamente positiva) si a;; > 0 (respectivamente a;; > 0) para todo,j € {1,...,n}.

Definicién 3.5 (Matriz de Probabilidad). Sea A = (a;;)1<ij<m € My (K). Decimos
que A es una matriz de probabilidad si es positiva y, ademas, la suma de sus columnas
es 1, es decir,

Zaijzl V]G{l,,m}
i=1

El siguiente teorema nos resolvera el problema anterior que teniamos, ya que
nos afirma la existencia del valor propio dominante. Su demostracion, como otros
resultados del tema, no se incluird por ser materia de Algebra Lineal.

Teorema 3.7 (Perron-Frobenius). Sea M € M.,,(K) positiva, y supongamos que
Jk € N tal que M* es estrictamente positiva. Entonces, M tiene valor propio domi-
nante \; € K y, ademads, podemos encontrar un vector propio vy, € K™ asociado a \;
con todas sus entradas estrictamente positivas (vy,(k) > 0 para todo k € {1,...,m}).

Notemos que este Teorema cobra mayor relevancia cuando k£ = 1, es decir, cuando
la misma matriz M es estrictamente positiva.

3.1.3. Sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos

Nos disponemos al fin a estudiar sistemas de ecuaciones lineales en diferencias
de m ecuaciones, de la forma 3.2, con B,, # 0.

Repitiendo el razonamiento visto en el Tema 2, llegamos a que todas las solucio-
nes de 3.2 son de la forma una solucién X,, particular mas una solucién de la parte
homogénea, al igual que sucedia con ecuaciones en diferencias de orden superior. Por
tanto, la resolucion de estos sistemas se reduce a resolver los sistemas homogéneos.
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Ejemplo. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales en diferencias, dado

por:
1 2 1
Calculemos una solucién constante:
1 2 1 0 =2 1 1/1
o= (i A)x () = (U 2)x=() =x==2()

En el ejemplo de la pagina 76 resolvimos la parte homogénea, por lo que:

1 1 1/1
Xn2013n'<1)4-62(—3)”(_2)—5(1) c1,00 €K

3.2. Sistemas de ecuaciones en diferencias no li-
neales

Ejemplo. Sea el siguiente sistema:

{ Tni1 = Tpla + bx, + cy,)
Yn+1 = yn(d +ex, + fyn)

Notemos que podemos definir las siguientes funciones:

a,b,c,d,e, f €R

flz,y) =z(a+bx+cy)
9(z,y) = y(d+ ex + fy)
De esta forma, llegamos a la siguiente expresién del sistema:
{ Tnt1 = f(Tn, Yn)
Yn+1 = 9(Tn, Yn)
Sea entonces la siguiente funcion:
F: R?2 — R2
(z,y) — (f(z,9),9(z,y))
Es decir, F' = (f, g), tenemos X, 11 = F(X,,).

Los sistemas de ecuaciones en diferencias de orden 1 no lineales son de la forma:

Tinyl = fl (:El,na cee 7'T"m,n)
To2n+1 — fZ(xl,na cee wxm,n)
Tmnt+l = fm(xl,nv cee 7xm,n)

con f; : K™ — K para todo i € {1,...,m}.

Como se ha visto en el ejemplo anterior, los sistemas de ecuaciones en diferencias
no lineales de m ecuaciones de la forma anterior se pueden expresar como sigue:

Xoir = F(X,) (3.4)
donde X,, € K™y F una funciéon F = (f1,..., f) : K™ — K™,
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3.2.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

En la presente seccion buscamos estudiar la estabilidad de los puntos de equi-
librio de los sistemas de ecuaciones en diferencias no lineales, concepto que ahora
introduciremos. No obstante, al lector les seran familiares dichos conceptos, debido
a la similitud de esta seccién con la Seccién 1.3.2, en la que se vieron estos resultados
para tan solo una ecuacion en diferencias.

Definicién 3.6. Sea un sistema de ecuaciones en diferencias no lineales de la for-
ma 3.4. Decimos que X, € K™ es un punto de equilibrio de dicho modelo si:

X, = F(X.)
En adelante, X, denotara siempre un punto de equilibrio.

Mencionemos entonces la version para sistemas de ecuaciones de las definiciones
que se vieron en la Seccién 1.3.2. Notemos que las definiciones son exactamente
andlogas, tan solo cambiando el valor absoluto (norma en R) por la norma en el
espacio vectorial K”. Por tanto, esta generalizacion cobra sentido.

Definicién 3.7 (Solucién estable). Sea un sistema de ecuaciones en diferencias no
lineales de la forma 3.4. Decimos que X, € K™ punto de equilibrio es estable si:

Vee RY FeR ||| Xo— X.|| <d= || X, = F"(Xy) — X.|]| <e VneN

Visualmente, esto implica que si se toma X cercano a X,, se mantendré cercana a
X, para todo n € N.

Definicién 3.8 (Solucién inestable). Sea un sistema de ecuaciones en diferencias
no lineales de la forma 3.4. Decimos que X, € K™ punto de equilibrio es inestable
si no es estable, esto es:

[ Xos — Xell <0
Je e R | V6 € RY, 3 X5 € K™, ns € N con A
[ Xns = F"(Xos) — Xel| > €

Definicién 3.9 (Atractor local). Sea un sistema de ecuaciones en diferencias no
lineales de la forma 3.4. Decimos que X, € K™ punto de equilibrio es localmente
atractivo o que X, es un atractor local si:

Xp e K™
36 € RT tal que A — lim X,, = X,
Xy — X <6 e

Es decir, la solucién tendera a X, si valor Xy € K™ escogido esta cerca de X,.

Definicién 3.10 (Estabilidad asintética). Sea un sistema de ecuaciones en dife-
rencias no lineales de la forma 3.4. Decimos que X, € K™ punto de equilibrio es
asintoticamente estable localmente si es estable y es un atractor local.

Al igual que ocurria para tan solo una ecuacion, emplear la definicién formal de
estabilidad no es para nada sencillo, y podremos usar el siguiente resultado, que nos
es de gran ayuda.
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Proposiciéon 3.8. Sea un sistema de ecuaciones en diferencias no lineales de la
forma 3.4, tenemos que:

» Sip(JF(X.)) <1, entonces X, es asintdticamente estable localmente.

» Sip(JF(X.)) > 1, entonces X, es inestable.
donde JF(X.) denota la matriz jacobiana de F en X..

3.3. Modelo de Leslie

El modelo que vamos a estudiar trata la dinamica de una poblacién que se
estructura en grupos de edad. Mostramos el siguiente ejemplo como motivacion.

Ejemplo. Una poblacion de gatos, cuya vida media son 15 anos.
Con esos anos podemos, por ejemplo, agruparlos en 3 grupos:

= Grupo 1: [0, 5].
» Grupo 2: [5,10].
» Grupo 3: [10, 15].

En el Modelo de Leslie es necesario que las longitudes de los intervalos tengan el
mismo tamano. Suponemos ademas que conocemos las tasas de fertilidad de cada
grupo, notadas por f; € R para i € {1,2,3}. Consideremos ademds probabilidades
de pasar de un grupo al siguiente, notadas por py,ps € R. Si un gato no pudo pasar
al grupo siguiente, entendemos que falleci6. Suponemos que inicialmente hay:

= Grupo 1: 10 gatos.
= Grupo 2: 10 gatos.
= Grupo 3: 10 gatos.

Nos preguntamos por cuantos gatos nos encontraremos en los siguientes instantes.
Los periodos del grupo de Leslie se corresponden con las longitudes de los intervalos
considerados; luego nos preguntamos por las poblaciones pasados 5 anos. Notando:

= Poblacion del grupo 1 en el instante n: x,.
= Poblacion del grupo 2 en el instante n: y,,.

= Poblacion del grupo 3 en el instante n: z,.
Tenemos que el sistema viene dado por:
Tp = flxn—l + f?yn—l + fBZn—l
Yn = P1Tp—1
Zn = P2Yn—1

Tomamos xg = 10, yg = 10 y 2o = 10; y definimos la siguiente matriz:

fi f2 fs
L = pr 0 O
0 P2 0

Empleando esa matriz, llegamos al sistema X, 11 = LX,,, que tiene como solucion:

Xp1=L"Xy, VYneN
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3.3.1. Hipdtesis del modelo

Dada una poblacién de cualquier especie, el Modelo de Leslie agrupa a los indi-
viduos de las especies en m € N grupos de edades! de longitud [ € R*, siendo la
ultima edad a considerar la edad media de la especie.

Los periodos del modelo se corresponden con la longitud [ (es decir, entre el
recuento 0 y el 1 habrén pasado [ anos). A cada grupo del modelo se le asocia una
tasa de fertilidad f; € [0, 1] para todo i € {1,...,m}.

Como los intervalos son de longitud [ y en cada periodo habran pasado [ anos,
ningin individuo que se encontraba anteriormente en el grupo k € {1,...,m} se-
guira en el grupo k, sino que pasara al siguiente grupo con una posibilidad p; o
fallecera. Consideramos que todos los individuos del grupo m fallecen en el siguiente
recuento, al superar la edad media de la especie.

Con el planteamiento del modelo presentado, podemos ya deducir que, si notamos
por p¥ a la poblacién del grupo k& € {1,...,m} en el recuento n-ésimo, llegamos a
que el modelo viene dado por el sistema:

p}L = flp}L_l + f2pi_1 + ...+ fmp;n_1
Py = Db
m i 'm,1
pn - pmflpn—l

Matricialmente, para m grupos de edad tenemos un sistema de la forma P,,1 = LP,,
donde:

fHo fooooo i fm

1
5 p 0 ... 0 0
P, = .n c R™ L = 0 py ... 0 0 EMW(R)
Pn 0 0 ... ppa O

donde la matriz L es llamada matriz de Leslie. Notemos que el modelo esta bien
definido, ya que como L es una matriz positiva entonces P, es positiva para todo
n € N; es decir, nunca llega a haber una poblacién negativa en cierto grupo de edad,
como era de esperar. Ademas, el polinomio caracteristico de L es:

p(A) = (=1)"[A\" — SN = fop AT — = fopr - “Pm-1]
Demostracion. Demostramos por induccion sobre m, m > 2:

s Param = 2:

P()\>:‘L_)\[d‘: :_)‘(fl_)‘>_f2p1:)\Q_fl)\_fﬂ)l

H—=X f
y4 —A

Por tanto, para m = 2 es cierto.

LQue comenzaremos a numerar en 1.
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= Supuesto cierto para m, demostramos para m + 1:

Tenemos que el polinomio caracteristico de L para m + 1 es:

fl_)\ f2 f3 fm fm+1

PN =L =] O B0
: DT = 0 :

0 0 oo Pm—1 —A 0

0 0 ... 0 pmn —A

Desarrollando por la ultima columna, tenemos que:

p(A) = (_1>m+2fm+1 “P1---DPm—

= A (FDPO )T = AT = fopi N = fp P
= (_1>m+2fm+1 “Pr-.-Pm—

- A (=" P\m - fl)\n%1 - fz]!?l)\m*2 — o= fmp1- 'pm71:|
= —(=D)™" fopapr o Pt

A (=) N = AT = fop AT = = fupr D]
- (_1>m+1 P‘mﬂ — AN = fap N — = D1 Pt A — Jm+1p1 - 'pm]

Tenemos entonces demostrado el caso para m + 1.

Por induccion, tenemos que es cierto para todo m € N, m > 2. O

3.3.2. Comportamiento asintético del modelo

Para estudiar el comportamiento de este modelo, introducimos distintos concep-
tos, muchos de ellos posiblemente conocidos (al menos de forma no rigurosa) por el
lector.

Definicién 3.11 (Piramide de edad). Definimos la pirdmide de edad asociada a
una poblacién P, en el periodo n—ésimo como el vector P, € K™ normalizado, es

decir:
P,

1Pl

donde la norma empleada es la poblacién total en dicho periodo (norma 1), es decir,

1Pall := Y [}
i=1

En adelante, al hablar de poblaciones siempre emplearemos esta norma.

Notemos que la componente k—ésima de la piramide de edad representa la pro-
porcion de individuos del grupo de edad k respecto del total de la poblacion. Este
concepto se denomina pirdmide de edad porque, en un principio, una poblacién sana
debe tener mas proporcion de individuos jovenes que ancianos, de forma que si re-
presentamos las componentes de este vector vemos que las poblaciones mas jévenes
son mas anchas, como se puede ver en la Figura 3.1.
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80-89 | 2

70-79 | 3

60-69 | 4

50-59 8

40-49 | 10

30-39 | 14

20-29 - 16

10-19 20

0-9 | 23
0 5 0 15 20 25

% de Poblacién

Edad

Figura 3.1: Ejemplo de Pirdmide de Edad

Definicién 3.12 (Tasa de Crecimiento). Definimos la tasa de crecimiento asociada
a una poblacion P, en el periodo n—ésimo como:

= —1
[y [Pl

Definicién 3.13 (Tasa neta de reproduccion). Se define la tasa neta de reproduccién
asociada a un modelo de Leslie dado como sigue:

R:=fi+pifa+pipafs+...+p1p2- .. Dm—1fm

Este valor representa la tasa de fertilidad asociado a una hembra a lo largo de toda
su vida.

m

Podriamos pensar que basta considerar simplemente: R = ) fi, pero debemos
k=1

tener en cuenta la probabilidad de cada individuo en llegar al grupo k—ésimo, antes

de considerar la tasa de fertilidad del grupo k.

Una vez introducidos estos conceptos, procedemos al analisis del comportamiento
asintético, suponiendo que L tiene un valor propio dominante )\;. La siguiente
proposicién nos proporcionard el valor de vy,.

Proposicién 3.9. Consideramos la matriz de Leslie L € M,,(R), y supongamos
que X\; es el valor propio dominante de L. Entonces, si notamos por vy, (k) a la
componente k—ésima del vector vy,, tenemos que vy, (1) =1 y:

U)\l.(k'): &:pl Pk—1

\ ? VkG{Z,,m}
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Es decir, el vector propio asociado a \; es:

1
]2
)\ .

P1b2
Uy, = )\ZQ

R
AP
2

Demostracion. Para determinar el vector vy,, resolvemos el sistema siguiente:
LU)\Z. = )\i'U)\i < (L — )\Z'Id)’lj)\i =0
Tenemos entonces el siguiente sistema:

[ (fr = A)oa (1) + four,(2) + -+ + frava,(m) = 0
vy (1) = Aoy, (2) =
pavx,(2) — Aivy,(3) = 0

jen}

\ Pm—1Ux,(m — 1) — Nuy,(m) = 0

Como sabemos que el subespacio propio es de dimensién 1 por ser la multiplicidad
del valor propio dominante simple, podemos descartar la primera ecuacién e imponer
vy, (1) = 1 (imponiendo otro valor nos saldria uno proporcional). Resolvemos ahora
las soluciones en escalera, teniendo de forma directa el resultado buscado. O

Sabemos que:

; n +
fip gp=am acR

Respecto a la piramide de edad, tenemos que:

avy, - (A" oy
A

lim ——
n—00 HP I

donde hemos empleado que la homogeneidad de la norma y que esta es una funcién
continua. Respecto a la tasa de crecimiento, tenemos que:

P, Bl A
T .1 P 1 B IRV L%

T TR e T Y e

A —1=X\-1

En resumen, tenemos que:
= Si \; > 1: La poblacion crece ilimitadamente.
= Si \; < 1: La poblacién decrece y {P,} — 0; es decir, tiende a extinguirse.

= Si \; = 1: La poblacién tiende a una poblacién constante.
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Ademas, la piramide de edad a largo plazo es constante.

Notemos que todo este andlisis se ha realizado suponiendo que hay un valor
propio dominante; algo que no tenemos probado. Aunque podriamos pensar en usar
el Teorema de Perron-Frobenious, no estamos en las hipotesis del enunciado, por lo
que no es posible. La siguiente proposicion nos es de gran ayuda.

Proposicion 3.10. Dado un modelo de Leslie, si hay dos tasas de fertilidad f;
consecutivas no nulas, entonces L tiene valor propio dominante.

Demostracion. Veamos en primer lugar que 3!\; € R, \; # 0, tal que \; es un valor
propio de L. Tenemos que \; es valor propio de L si y solo si:

p()\z'):0<:>)‘?L_flAlm_l_f2P1>\zm_2_-'-—fmp1~--pn—1ZO
i fom fmb1 - Pm—1
P AN Y L SR L
=y (-5 ) =0

Definimos ahora el polinomio dado por:

_f1 Jap1 JmP1 -+ Pm—1
=3 T

(2
Por lo visto anteriormente, como \; # 0, tenemos que:

p(Ai) =0 <= A"(1—q(N)) =0
—q(\) =1

Tenemos que:

Ii A) = i A)=0
Jim g(A) = +oo lim g(A)

Por tanto, como ¢ es continua, tenemos que 3)\; € RT tal que ¢(\;) = 1, por
lo que tenemos demostrada la existencia buscada. Ademads, por la monotonia de

p, tenemos que A; es Unico. Demostremos ahora que su multiplicidad es simple, es
decir, que p'(N\;) # 0.

P'(A) =mA" (1 = q(N) = A" (N) = p'(N) = —AT"q'(N)

{ p(A) =0
(A1) = =A""¢' (A1) >0

donde hemos empleado que ¢ es estrictamente decreciente (pruébese).
Tan solo nos falta por demostrar que si hay dos tasas consecutivas f; no nulas,
entonces |A| < \; para todo A € C tal que p(A) =0, A # ;. O

Veamos ahora qué relacion hay entre la Tasa Neta de Reproduccién R y el valor
propio dominante de la matriz de Leslie, );. Seguin la demostracién de la proposiciéon
anterior, tenemos que R = ¢(1), por lo que:

N>1<«<— R>1
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3.4. Aplicaciones a la genética

Ejemplo. Supongamos que tenemos un jardin con flores, cuyos fenotipos se codifi-
can en genotipos de la siguiente manera:

Rojas (AA) Rosas (Aa) Blancas (aa)
Usaremos la siguiente notacion:

= Sea x, la proporcién de flores rojas en el recuento n.
= Sea y, la proporcién de flores rosas en el recuento n.

= Sea z, la proporcién de flores blancas en el recuento n.
Supongamos que tan solo polinizamos con flores rojas (AA). Tenemos que:

» El 100% de las flores rojas produciran flores rojas al polinizarse con flores
rojas.

» El 50% de las flores rosas produciran flores rojas, mientras que el otro 50 %
seran flores rosas, al polinizarse con flores rojas.

» El 100 % de las flores blancas produciréan flores rosas al polinizarse con flores
rojas.

Por tanto, tenemos el sistema X,,,; = M X,,, con:

1 Y20
M=10 121
0 0 0

Tenemos que:
o(M) ={1,1/2,0} = p(M) =1

Por tanto, el valor propio dominante de M es \; = 1. Calculemos su vector propio
asociado:

0 Y2 0 x 1
Vi=<(z,y,2) eR*| [0 -1 1 y|=0p=CL 0
0o 0 -1 z 0
Por tanto, tenemos que:
1
X
Im — =1lim X,,=a- |0

No obstante, por el concepto del problema, sabemos que 1 = z,, + ¥, + 2, para
todo n € N, por lo que a = 1. De esta forma, tenemos que:

Por tanto, deducimos que la poblacién de flores tendera a estar formada solo por
flores rojas.
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4. Relaciones de Problemas

4.1. Ecuaciones en diferencias lineales de orden 1

Ejercicio 4.1.1 (Depdsito de capital). Un banco ofrece un interés compuesto del
7% anual para depdsitos de capital a medio plazo.

1. Si disponemos de un capital inicial de 10000 euros, ;de qué capital dispondre-
mos al cabo de 4 anos?

En este caso, si C), denota el capital en el n—ésimo ano, y el interés es I = 0,07,
tenemos que:

Por tanto, tenemos C; = 1,07* - 10* = 13107,96 euros.

2. Si se pretende disponer de 25000 euros dentro de 4 anos, ;cudl debe ser el
capital inicial?

En este caso, la incognita es Cy. Tenemos:

25-10% = 1,07 - Cy = C, = 19072,38 euros.

3. Supongamos ahora que no conocemos el interés que proporciona el banco. Si
inicialmente disponemos de 10000 euros y pasados 5 anios tenemos 12000, ;cual
es el interés anual aplicado?

En este caso, tenemos que la incégnita es I. Tenemos:
3 5 3 5/12
12-10°=(1+1)°-10-10° = I = 1—()—1%0,0371

Por tanto, tenemos que I ~ 3,71 %.

Ejercicio 4.1.2 (Explosién demografica). Una poblacion sigue un modelo de cre-
cimiento malthusiano con tasa de crecimiento neta o = 0,16, es decir: si x,, es el
nimero de individuos en el periodo n, entonces

Tpi1 = 1,16z,.

1. Calcula el nimero de periodos necesarios para que la poblacion se duplique y
cuadruplique.

Tenemos que:
r, = 1,16"xg

91



Modelos Matematicos I 4.1. Ecuaciones en diferencias lineales de orden 1

Calculemos el menor n € N de forma que 1,16™ > 2, que nos indicara el
nimero de periodos necesarios para que la poblacién se duplique. Aplicando
el logaritmo en base 1,16, tenemos que:

n = logy 142 ~ 4,67
Por tanto, tenemos que el niimero de periodos necesarios para que la poblacion
se duplique es n = 5 periodos.

Para el caso de que la poblacion se cuadruplique, necesitamos que 1,16" > 4.
Por tanto,
n = log 164~ 9,34

El nimero de periodos necesarios para que la poblacién se cuadruplique es
n = 10 periodos.
2. Calcula el tiempo promedio de duplicacion.

En este caso, no se pide un niimero de periodos, sino el tiempo promedio. En
este caso, tenemos que el tiempo medio de duplicaciéon es:

log, 162 ~ 4,67

3. Calcula el tiempo promedio de quintuplicacién.

De forma andloga, tenemos que el tiempo medio de quintuplicacién es:

log; 165 ~ 10,84

Ejercicio 4.1.3 (Eliminacién de un farmaco en sangre). Un farmaco se elimina en
sangre siguiendo un modelo malthusiano. Segin dicho modelo, su vida media es de
2 semanas.

1. Calcula la concentracién inicial de farmaco si a los 5 dias encontramos una
concentracion en sangre de 3 m9/cm3.

Como la vida media es de 2 semanas, tenemos que:

, 1 1 13
VM—14d1as—1_T:>r——(ﬁ—1)—ﬁ~079286

Sabiendo que x5 = 3, tenemos que:
3
Ty =3 = 7"5330 — Iy = —= ~ 4,2455 mg/cm3
r

Por tanto, la concentracién inicial es de 4,2455 m9/cm3.

2. jCada cuanto tiempo se diezma en promedio la concentracién de farmaco?

En este caso, se pide el tiempo promedio para que la concentracion sea la
décima parte. Tenemos que:

xn:%.rn>%

Por tanto, de promedio han de pasar log, 1—10 ~ 31,07 dias para que la concen-
tracion se diezme.
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3. Calcula el tiempo necesario para que la concentracion de farmaco sea menor
que 0,1 m9/em3.

Tenemos que:
0,1
Ty =20 1" < 0,1 = 1" < =
Zo
Por tanto, se pide el primer n € N tal que se cumple eso. Como se tiene que

log, %01 ~ 50,89, han de pasar 51 dias.

Ejercicio 4.1.4 (Desintegracién del carbono—14). Para la datacion de los restos ar-
queoldgicos se utiliza el isétopo carbono—14, porque esta presente en los organismos
vivos y va desapareciendo de ellos cuando mueren. Esta desintegracién se modela
mediante la ley malthusiana:

Tpyl = Ty 0<r<l1

donde cada periodo representa un milenio, x,, es el nimero de atomos de carbono—14
en el periodo n y r es la constante de desintegracion radiactiva. Sabemos que la vida
media del carbono—14 se estima en 5730 anos.

1. En un monte se han encontrado restos arqueolégicos de una determinada es-
pecie. Sabiendo que la cantidad de carbono—14 de los restos, en el momento
del hallazgo, corresponde al 15,27 % de la cantidad que tiene un cuerpo vivo,
determina la antigiiedad de los restos hallados.

Como la vida media del carbono—14 se estima en 5730 anos (5,73 milenos),
tenemos que:

1 1
VM = 5,73 milenios T = <5’73 ) 0,825

donde hemos usado milenios ya que es la unidad del periodo.

Sabemos que z, = r"xg, y se pide el valor de n tal que z,, = 0,1527x,. Por

tanto,

0,15272¢ = r" ¢
Como log, 0,1527 ~ 9,7986 milenios, tenemos que la antigiiedad es de 9798
anos.

2. ;(Qué tanto por ciento de la cantidad de carbono—14 que tiene un cuerpo
vivo debe tener un resto arqueologico de aproximadamente 1000 anos de an-
tigiedad?

Como 1000 anos equivale a un milenio, nos piden calcular i—; Tenemos que:

T =TT0 = no_, ~ 0,825 ~ 82,5 %
Lo

Ejercicio 4.1.5. En un hospital esta llevandose a cabo un estudio sobre una enfer-
medad rara. Para ello se supone que la enfermedad desaparece siguiendo un modelo
malthusiano al aplicarle un determinado farmaco. Los datos de que se disponen son
los siguientes:
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= Fueron puestos en observacién 20 pacientes afectados por dicha enfermedad.

= Transcurridos 7 dias, la mitad de personas ingresadas con motivo de la enfer-
medad fueron dadas de alta.

. Qué puede decirse del modelo propuesto si tras 25 dias (desde que se inicié la

observacién de las 20 personas) hay 3 personas que ain no han superado la enfer-
medad?

Sea x,, la variable que representa el niimero de pacientes que no han superado la
enfermedad en el dia n. Tenemos que:

1‘0:20 ZL’7:10 1‘25:3

Como sabemos sigue un modelo malthusiano, tenemos que x,, = r"xy. Veamos
cuanto vale r.

1
— r = — = 0,9057
V2

Veamos si el modelo de Malthus predice correctamente el valor de xy5:

7 =10=17r"-20=r" =

N —

Tom = 7”25130 ~ 1,6823

Como en la realidad se da que x5 = 3, tenemos que en realidad el Modelo de
Malthus no es idoéneo para este farmaco.

Ejercicio 4.1.6. Una apicultora de la Alpujarra esta estudiando el comportamiento
de sus abejas. Ha observado que se distribuyen entre el romero y el tomillo en
primavera. Empiricamente ha observado que cada dia cambian de unas flores a
otras de la siguiente forma:

» El 75% de las abejas que estdn en las flores de romero en un determinado dia
permanecen en ellas al dia siguiente, mientras que el resto cambia a las flores
de tomillo.

s E150% de las abejas que estdn en las flores de tomillo en un determinado dia
permanecen en ellas al dia siguiente, mientras que el resto cambia a las flores
de romero.

Al comienzo de su estudio habia 3400 abejas en las flores de romero y 2600 en las
de tomillo. La apicultora pretende estudiar como evoluciona la poblacién de abejas
en relacion con las dos clases de flores, para lo cual llama x,, al nimero de abejas
que hay en el romero en el n—ésimo dia e y, al nimero de abejas que hay en el
tomillo en el n—ésimo dia.

1. Escribe las leyes de recurrencia que modelan la cantidad de abejas en cada
tipo de flor segtin las observaciones de la apicultora.

Tenemos la siguiente situacion:
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75 % 50 %
(N mw ()
Romero
50 %

= Sea z, el nimero de abejas en romero en el n-ésimo dia.

= Sea v, el nimero de abejas en tomillo en el n-ésimo dia.

La ley de recurrencia que modela la cantidad de abejas en el romero es:

Tpt1 = Tn — 0,252, + 0,5y,
xo = 3400

La ley de recurrencia que modela la cantidad de abejas en el tomillo es:

Ynt1 = Yn — 0,5y, + 0,25z,
Yo = 2600

2. Demuestra que x,, + y, = 6000.

Demostramos por induccién sobre n:

» Caso basen = 1:

Tenemos que:
T = Ty — 0,251’0 + 0,5y0

y1 = yo — 0,5y0 + 0,25x¢

Por tanto, se tiene:

1 + 1 = xo — 0,2575 + 0,595 + yo — 0595 + 0,255
= 2o + Yo = 3400 + 2600 = 6000

= Supuesto cierto para n, lo demostramos para n + 1:

Lo+ Yni1 = T — 02507 + 0557 + Y — 05y + 02577 = @, + Y = 6000

donde en (x) hemos empleado la hip6tesis de induccién.

3. Escribe una ecuacion en diferencias para x,, y resuélvela.

Como x, + v, = 6000, tenemos que y,, = 6000 — z,,. Por tanto, de la Ley de
Recurrencia calculada antes, deducimos que:

Tpi1 = 0,752, 4+ 0,5y, = 0,75z, + 0,5 (6000 — x,,) =
= 0,75z, + 3000 — 0,5x,, =
= 0,25z, + 3000
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Para resolverla, por lo visto en teoria sabemos que:
1—0,25"
1-0,25
= 0,25"xy + 4000 — 4000 - 0,25" = 0,25" (o — 4000) + 4000

2, = 0,25z + 3000 - = 0,25"20 + 4000 - (1 — 0,25™) =

4. Determina el comportamiento asintético de la poblacién de abejas en ambas
flores.

lim x,, = lim 0,25" (zo — 4000) 4+ 4000 = 4000

n—oo n—oo

Por tanto, se quedaran 4000 en el romero y 2000 en el tomillo.

Ejercicio 4.1.7. Dos paises, A y B, compiten por el abastecimiento del crudo mun-
dial. Se sabe que el pais A cuida més a su clientes y, por tanto, el 90 % de quienes
un ano contratan el abastecimiento con dicho pais vuelven a hacerlo el ano siguien-
te. Sin embargo, solo el 70 % de los clientes de B vuelven a concertar de nuevo su
abastecimiento con este pais. Se supone que todos los paises tienen que contratar su
abastecimiento con A o con B. Este ano la situacion politica del pais A impide que
pueda abastecer a ningin otro pais. ;Como evolucionaran a partir de ahi las cuotas
de mercado, es decir, el nimero de paises que contratan el abastecimiento con A y
con B medido en tanto por uno?

Tenemos la siguiente situacion:

90 % 70 %

C ) 0%

30 %

= Sea a, los clientes del pais A en el ano n.

= Sea b, los clientes del pais B en el ano n.

Las leyes de recurrencia que modelan ambos datos son:

ani1 = 0,9a, + 0,3,
bpi1 = 0,70, + 0,1a,

Ademas, sabemos que a,,+b,, = 1 paratodon € N, ya que se reparten la totalidad
del mercado en tanto por cierto. Por hipdtesis, tenemos también que ag = 0, by = 1.
Como b, =1 — a,, tenemos que:

ans1 = 0,9a, +0,3(1 — a,) = 0,6a, + 0,3
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Por lo visto en teoria, tenemos que:

0,3 0,3 0,3 0,3
n = — ! . O,Gn — = O,Gn — = 0775 1- Oa6n
¢ Gm 1—Oﬁ) 106 04 * 04 ( )

Por tanto, se tiene que:
b,=1—a, =0,25+0,75-0,6"
A largo plazo, cuando n — oo, se tiene que:

lim a, = 0,75 lim b, = 0,25

n—oo n—oo
Ejercicio 4.1.8. Las companias Paga+ y Paga— se han repartido el mercado de
la telefonia. A pesar de la agresiva campana desarrollada por Paga+, Paga— viene
consiguiendo una mayor fidelizacién. Se ha observado que cada ano el 25% de los
clientes de Paga— se pasan a Paga+, mientras que el 50 % de los de Paga+ cambian
a Paga—. ;Qué se puede decir sobre el mercado de la telefonia a largo plazo?

Tenemos la siguiente situacion:

50 % 75 %

25%

= Sea x,, el nimero de clientes de Paga+ en el ano n-ésimo.
= Sea y, el nimero de clientes de Paga— en el ano n-ésimo.
Las leyes de recurrencia que modelan ambos datos son:
Tp+1 = 0,52, + 0,25y,
Ynt1 = 0,52, + 0,75y,

Como se han repartido la totalidad del mercado, tenemos que x,, + vy, = 1 para
todo n € N (ver observacién debajo). Por tanto:

Tni1 = 0,52, + 0,25y, = 0,5z, + 0,25(1 — x,,) = 0,25x,, + 0,25
Por tanto, la solucién de este modelo es:

1—0,25" 1—0,25"
- 025" ————

n — ’2n 72 ’
x 0,25"x9 + 0,25 075 5

Tomamos limite para ver el comportamiento del mercado a largo plazo:

1 025"

, ) n 1
lim x, = 7}1_{20 0,25"x¢ + 3 3

n—o0
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Por tanto, se tiene que:

i _ 2
LY =3

En conclusion, el nimero de empleados de Paga+ se establecera en el 33 % del total
del mercado, mientras que Paga— en el 66 % del total del mercado.

Observacion. Notemos que la eleccién de x,, +1, = 1 es insignificante: ante cualquier

constante obtendriamos el mismo resultado. Esto se debe a que se trata de un sistema

“cerrado”, ningun cliente sale de las dos companias al mismo tiempo y tampoco

tenemos clientes nuevos que se apunten a alguna y no estuvieran apuntados antes.
Esto nos permite fijar un valor cualesquiera para x, + y, constante.

Ejercicio 4.1.9. Una jugadora de ajedrez es contratada por la compania Galac-
tic Chess. Su trabajo consiste en jugar 40 partidas simultaneas cada semana. La
jugadora dispone de dos estrategias, A y B. Gana en el 80 % de los casos con la
estrategia A y en el 60% de los casos con la B. Para diversificar su juego decide
que cada semana empleara la estrategia B tantas veces como derrotas o tablas haya
cosechado la semana anterior. Después de algunas semanas de practicar este sistema
observa que siempre acaba jugando el mismo nimero de partidas con la estrategia
B. ;Coémo se explica este hecho?

= Sea a, el numero de partidas que se juegan la semana n con la estrategia A.
= Sea b, el numero de partidas que se juegan la semana n con la estrategia B.

= Sea g, el nimero de partidas ganadas en la semana n.

Veremos dos formas de plantear el ejercicio:

Opcion 1.

Sabemos que a,, + b, = 40 para todo n € N. Ademas, tenemos que:

gn = 0,8a,, + 0,60, = 0,8(40 — b,) + 0,6b, = 32 — 0,2b,,

Como cada semana juega con la estrategia B tantas partidas como derrotas
o tablas (no victorias) haya cosechado la semana anterior, tenemos que b, =
40 — g,,—1. Por tanto,

gn=32—0,2-(40 — g,—1) =24+ 0,2g,,1

La solucion por tanto de dicha recurrencia es:

24 .. 24 .
G = (x0—1_0’2> 0.2"+ 7= g = (70— 30)0.2" + 30

Para n — oo, tenemos que {g,} — 30, por lo que el nimero de partidas
perdidas en tablas se estabilizarda en 10, que serd el nimero de partidas que

jugard con la estrategia B.
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Opcién 2.

Tenemos entonces que:

an, +b,=40 = qa, =40 -0,
bpi1 = 0,2a, + 0,4b,

Combinando las dos:

brst = 0,2a, + 0,4b, = 0,2(40 — b,) + 0,4,
= 0,2b, + 8

La soluciéon de dicha recurrencia nos es conocida:
1—0,2"

b, = 0,27
0.2"b + 85—

= 0,2"by 4 10(1 — 0,2")

Para n — oo, tenemos que {b,} — 10, el niimero en el que se estabilizara el
nimero de partidas a partir de una en adelante.

Ejercicio 4.1.10. Una compania maderera tala el 10 % de un bosque anualmente.
Para compensar el perjuicio causado, cada ano se planta un ntmero fijo de arboles
K. Si no se tienen en cuenta otros condicionantes:
1. Escribe la ley de recurrencia que modela el tamano del bosque.
Tenemos que:
Tpe1 = 2, + K — 0,12, =092, + K

2. Si el tamano inicial del bosque es de 10000 arboles, calcula la solucién de la
ecuacion del modelo.

Opcidén 1. Demostramos mediante induccion que:

n—1

2, =09" 20+ Y (0,9°K)

1=0

m Paran=1:
r1=09 20+ K

= Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

n—1

Zns1 = 0,9z, + K = 0,9 [0,9"9:0 +) 09K

1=0

+K =

= 0,9" g, + Z 09K + K = 0,9" "z + Z 0,9'K

i=1 i=0
Por tanto, resolviendo la suma, tenemos que:

n—1
T, = 0,9“-x0+K20,9i =0,9" 20+ K -
1=0
= 0,9"20 + 10K (1 — 0,9")

1-09"
1-0,9
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Opcion 2. Notando a = 0,9 y b = K, por lo visto en teoria sabemos que:

b b
T, = (:L‘O - ) a" + = (29 — 10K)0,9" + 10K

1—a 1—a

3. Si plantar un arbol tiene un coste de 1 euro, calcula el precio minimo al que
deben venderse los arboles talados para que la explotacion sea rentable a largo
plazo.

Veamos en primer lugar cuantos arboles hay a largo plazo. Tenemos que:

lim z, = lim (2o — 10K)0,9" + 10K = 10K

n—oo n—oo

Sea v el precio de venta, y notemos por v, las ganancias en el periodo n.
Tenemos que:
v, = 0,1lvx, —1- K

Como se busca que sea rentable a largo plazo, necesitamos que:

lim v, = lim 0,1vx,—1-K = 0,1v-10K—K =vK—-K = K(v—1) >0 <= v >1
n—oo

n—oo

Por tanto, para que no haya pérdidas a largo plazo el precio minimo es v = 1.

Ejercicio 4.1.11. Los precios de cierto producto siguen una dinamica basada en
los postulados del modelo de la telarana con funciones de oferta y demanda dadas
por

O(p)=1+p,  D(p)=2-2p.

Suponemos que el equilibrio de mercado se alcanza cuando la oferta iguala a la
demanda y que la oferta en el periodo (n+1)—ésimo depende del precio de equilibrio
n—eésimo.

1. Deduce la ecuacion en diferencias que describe la dindmica planteada y calcula
el precio de mercado p* (punto de equilibrio econémicamente factible).

Sea p, la sucesion que determina el precio en el mercado en el periodo n.
Tenemos que la ecuacién en diferencias a calcular es O(p,) = D(pni1), es

decir:
1 1

1+pn = 2_2pn+1 = Dp+1 = _Epn+§

El precio de equilibrio p* es la solucién constante de dicha solucion, es decir:

1 1 3 1 1

p QP T =k == P =3

Por tanto, tenemos que el precio de equilibrio es p* = % euros.
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2. ;Cual es la tendencia del precio del producto a largo plazo?

La solucion de la ecuacion en diferencias sabemos que es:

* -1 " *
Pn = (po—p") - 5 +p

Como [~1/2] < 1, tenemos que {p,} — p*, es decir, a largo plazo el precio se
estabiliza en el precio de equilibrio. Sabemos ademas que lo hace oscilando.

3. Analiza graficamente la evolucion de los precios.
\3
2

]

Figura 4.1: Representacion del modelo de la Telarana para el ejercicio 4.1.11.

Ejercicio 4.1.12. Resuelve el Ejercicio 4.1.11 para el caso en que las funciones de
oferta y demanda vienen dadas por

O(p) =1+p, D(p) =2 —0,5p.

Suponemos que el equilibrio de mercado se alcanza cuando la oferta iguala a la
demanda y que la oferta en el periodo (n+1)—ésimo depende del precio de equilibrio
n—~ésimo.

1. Deduce la ecuacion en diferencias que describe la dindmica planteada y calcula
el precio de mercado p* (punto de equilibrio econémicamente factible).

Sea p, la sucesiéon que determina el precio en el mercado en el periodo n.
Tenemos que la ecuacién en diferencias a calcular es O(p,) = D(ppy1), €s
decir:

1+p,=2—-0,5pp411 = Prns1 = —2pp, +2

El precio de equilibrio p* es la solucién constante de dicha solucién, es decir:

2

Por tanto, tenemos que el precio de equilibrio es p* = % euros.

101



Modelos Matematicos I 4.1. Ecuaciones en diferencias lineales de orden 1

2. ;Cual es la tendencia del precio del producto a largo plazo?

La soluciéon de la ecuacion en diferencias sabemos que es:
Pn=(po—p") - (=2)" +p°

Como |—2| > 1, tenemos que {|p,|} — 400, es decir, a largo plazo el precio se
dispara. No tiene sentido considerarlo.

3. Analiza graficamente la evolucion de los precios.

Figura 4.2: Representacion del modelo de la Telarana para el ejercicio 4.1.12.

Como podemos ver, claramente el precio se dispara, oscilando entre valores
positivos y negativos.

Ejercicio 4.1.13. Resuelve el Ejercicio 4.1.11 para el caso en que las funciones de
oferta y demanda vienen dadas por

O(p) =1+np, D(p) =2 —p.

Suponemos que el equilibrio de mercado se alcanza cuando la oferta iguala a la
demanda y que la oferta en el periodo (n+1)—ésimo depende del precio de equilibrio
n—eésimo.

1. Deduce la ecuacion en diferencias que describe la dinamica planteada y calcula
el precio de mercado p* (punto de equilibrio econémicamente factible).

Sea p, la sucesiéon que determina el precio en el mercado en el periodo n.
Tenemos que la ecuacién en diferencias a calcular es O(p,) = D(ppy1), €s
decir:

l+pn=2—pos1 = Pnr1=—-pnt1

El precio de equilibrio p* es la solucion constante de dicha solucion, es decir:
1

Por tanto, tenemos que el precio de equilibrio es p* = % euros.
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2. ;Cual es la tendencia del precio del producto a largo plazo?

La soluciéon de la ecuacion en diferencias sabemos que es:
Pn=(po—p") - (=1)" +p"
Veamos que es un 2—ciclo:

DP2n = Po
Pong1 = —(Po —p") +p" =2p" — po

Por tanto, ird alternando.

3. Analiza graficamente la evolucion de los precios.

4,,

Figura 4.3: Representacion del modelo de la Telarana para el ejercicio 4.1.13.

Como podemos ver, claramente se trata de un 2—ciclo, ya que el esquema
vuelve al valor de py.

Ejercicio 4.1.14 (Modelo de von Bertalanffy). El modelo de von Bertalanffy se
emplea para describir la longitud de ciertos seres vivos o de partes de ellos. En su
version discreta se puede formular como una ecuacion lineal de orden 1:

Ln+1 =a+ bLna

donde L,, representa la longitud esperada en el periodo n, a > 0 es una constante
relativa a la capacidad de absorcién celular y 0 < b < 1 es una constante relacionada
con la degradacién celular.

1. Supongamos que la altura en metros de un arbol se ajusta a la expresion dada
por L, = 3,8(1 — (0,9)"), donde n es el nimero de anos. Haz una tabla con

las alturas del arbol en los 5 primeros anos. Calcula lim L, e interpreta el
n—oo

resultado.
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L, [m]
0m

0,38 m
0,722 m
1,0298 m
1,30682 m
1,556138 m

S
vl w = O E,
O
RO

Tabla 4.1: Altura del arbol del ejercicio 4.1.14.

Ademas, tenemos que:

lim L, = lim 3,8(1 — (0,9)") =3,8(1 —0) =3,8m
n—oo n—oo

Por tanto, tenemos que el drbol no crecerd indefinidamente, sino que llegara a

una altura maxima de 3,8 metros.

2. La longitud en centimetros de las hojas de los drboles de una determinada
especie se aproxima por el modelo L, ; = 3,9+0,7L,,. Una hoja que tiene una
longitud de 3 cm, ;llegard a medir 10 cm? ;Y 15 cm? Determina la longitud
que se estima que pueden llegar a alcanzar las hojas de cualquier arbol de
dicha especie.

Por lo visto en teoria, sabemos que la solucién de dicha ecuacién en diferencias
es:

3,9 3,9
L = L_ ’ n ! :L_l n 1
n < 0 1_077> 0,7 +1_0’7 (Lo —13)0,7" + 13

Demostramos ahora que L, > L, para todo n € N:

Lyyyw>L,<~—39+0,7L, > L, <= 13 > L,, <=
<= 13> (Lo —13)0,7" + 13 <= 0 > (Lo — 13)0,7" <~
— Lo <13
donde he empleado que 0,7" > 0 para todo n € N. Por tanto, para 3 = Ly < 13
cm, se tiene que la sucesion es creciente; es decir, que las hojas siempre crecen.

Veamos ahora el valor limite de L,,:

Ifm L, = lim (Lo — 13)0,7" + 13 = 13
n—oo

n—oo

donde he empleado que |0,7| < 1. Por tanto, como las hojas siempre crecen y
su tamano maximo es 13 c¢m, tenemos que si podra llegar a medir 10 cm, pero
no 15 cm.

Como observacién, veamos que no tiene sentido fisico dar Ly > 13.

= En el caso de Ly = 13, se tiene que el tamano de las hojas es constante-
mente L, = 13 para todo n € N, por lo que las hojas nunca crecerian,
que no tiene sentido.
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= En el caso de Ly > 13, veamos que el tamano de las hojas va decreciendo;
es decir, L+, < L, para todo n € N:

Lpww<L,<~—=39+4+0,7L, < L, <= 13 < L,, <=
< 13 < (Lo —13)0,7" + 13 <= 0 < (Lo — 13)0,7" <=
<— Lg>13

Esto por norma general tampoco tendria sentido, ya que no hay motivos
aparentes por lo que una hoja sana deba menguar de tamaro.
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4.2. Ecuaciones en diferencias no lineales de or-
den 1

Ejercicio 4.2.1. Estudia el comportamiento local en torno a los puntos fijos de la

ecuacion en diferencias ) ;
20y, + 4z, —

5

Tpy1 =
Su funcién asociada es:

f: R — R
20 + 4% — 23

o 5

Calculamos los puntos fijos de dicha ecuacién en diferencias:

=0
20 + da? — 2 .
x:%<:>5x:2x+4x2—x3<:)x(x2—4x—|—3)=0<:> Ty =
x3 3

Para aplicar el criterio de la 1% derivada, calculamos dicha derivada:

i) = 25

Tenemos entonces que:

» [f(0)] =2/5 < 1, por lo que 1 = 0 es asintéticamente estable.
» |f'(1)] =7/5> 1, por lo que x5 = 1 es inestable.

» [f(3)] =1/5 < 1, por lo que 3 = 3 es asintéticamente estable.

Ejercicio 4.2.2. La ecuacion logistica de Pielou es una ecuacién en diferencias no

lineal de la forma
T,

1+ Bz,
Su uso es frecuente en dinamica de poblaciones. Dado que no tiene sentido hablar
de poblaciones negativas, la ecuacién se plantea en [0, ool

a,B€RT

Tnt1 =

1. Calcula los puntos de equilibrio de la ecuacion y demuestra que, para las elec-
ciones a = 2y 8 = 1, el punto de equilibrio positivo es asintéticamente estable.

La funcién asociada es:

Fro 0,000 — [0,00]

—
o 1+ Bz
Los puntos fijos de dicha ecuacién son:
ar Ty = 0
r = = ar+pr’=ar <= 1(l—a+pz) =0+ a—1
14 Bz Ty = 3
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Para estudiar la estabilidad usando el criterio de la primera derivada, deriva-

meos: (1 +5 ) ﬁ
N’ r)—f-ox «
F@ = =05~ W+ 6oy

Evaluando en x5, que para los valores de a y [ dados es el punto de equilibrio
positivo, se tiene:

(0%

f(we) = o]

Para a = 2 tenemos que f’(x2) = 1/2 < 1, por lo que x5 es asintticamente
estable.

2. Efectia el cambio de variable x, = 1/z, y calcula la expresién de todas las
soluciones.

Notemos que se supone que xy > 0, ya que si fuese igual a 0 tendriamos una
solucion constante y el ejercicio estaria resuelto. En caso contrario, el cambio
de variable queda:

Zn+1 1+B/Zn zn—i_ﬁ

Tenemos que se trata de una ecuacién lineal de orden 1 no homogénea. Para
resolverla, en primer lugar distinguimos en funcion del valor de «:

s Sia#l:

Hallamos en primer lugar su solucién constante:

_l’_
& 6<:>az:z+ﬁ<:>22—ﬂ

Z:
o a—1

Por tanto, aplicamos el cambio de variable y, = z, — Pt y tenemos
que: «-
p
B B _mtB B _UTaath
Ynt1 = Znt1 — = - = =
a—1 « a—1 o'
5 B g
A —— — - L+ (1—a) ———
Y Tt 5 a1 Y +(1—a) a_1+ﬁ:y_n
Q@ « Q
Por tanto, tenemos que:
20 — 5
_ a—1)zg+ (a” —1
Zn:yn+ﬂ :@jLﬁ _ a 1+5 :( )z0 + ( )B
a—1 a* a-1 an a—1 at(a—1)
Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que:
I (a—1)- 2 +(@—1)8 oo —1)

e :}a’,‘n:

Ty a™(a—1) (—1)- x—lo + (am = 1)5
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m Sia=1:
Tenemos que z,.1 = 2z, + 3, por lo que:

Zn=2z20+n-f

Deshaciendo el cambio de variable, tenemos:

1 1 1l+n-x9-0 T
Ty x0+n b To . 1l+n-x9-0

3. Determina el comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacion.

Distinguimos en funcién de los valores de a:

s Sia=1: .
) Y 0 _
Jlargoxn_nlggol+n-xo-ﬁ 0
» Siae€]0,1]:
"a—1
lim z, = lim a(a—1) —0
n—+00 n—+00 (a—l)%%-(oé”—l)ﬁ
» Sia€ |l 4o0f:
a"(a—1) a—1

lim x, = lim =
oo T fa ) L (@ - 1p B

Ejercicio 4.2.3. Una poblacién de ganado se rige por el modelo discreto dado por
Pni1 = 10p, - e, n € N. Calcula sus puntos de equilibrio y comprueba que son
todos inestables.

Su funcién asociada es:

f: RE — RS
xr — 10z -e7"
Sus puntos fijos son las soluciones de:

x = 10xe™

Por tanto, una primera solucién constante es x; = 0. Para la otra, resolvemos la
siguiente ecuacion:

1 =10e " <= 0=1In1=In(10e""?) = In(10) — 23 <= 22 = In 10
Para estudiar la estabilidad, aplicamos el criterio de la primera derivada:
f(z) =10e™ — 10xe™ = 10e (1 — x)
» f'(z1) =10 > 1, por lo que 7 es inestable.

s f(22) =10+ 55(1 =In10) =1 —1In10 < —1 <= 2 < In10 <= ¢? < 10. Por
tato, como es cierto, tenemos que x5 es inestable.
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Ejercicio 4.2.4. En relacién con el modelo del ejercicio anterior (Ejercicio 4.2.3),
se propone vender una fracciéon a (0 < a < 1) de la poblacién en cada periodo de
tiempo, lo que da lugar al siguiente otro modelo:

Pni1 = 10(1 — a)p,, - e~ (I=a)pn

1. Encuentra el intervalo abierto (de amplitud méxima) al que debe pertenecer
«a para que esté asegurada la estabilidad asintotica del punto de equilibrio
positivo.

La funcién asociada es:

f: R — RS
r — 10(1 — )z e -2

Calculamos en primer lugar los puntos fijos. Ademas de x; = 0, la otra solucién
constante es:

In[10(1 — )]

1=10(1-a)e """ — 0 =1n[10(1 — )] — (1 — @)z = zy = -

Para estudiar la estabilidad, aplicamos el criterio de la primera derivada:

fl(2) =10(1—a)e” 1792 _10(1—a)?ze” 7% = 10(1—a)e 1921 —z(1—a)]

Evaluando en x4, tenemos:

1 e
0 =a) [1 —In[10(1 — @)]] = In (—10(1 — a))

Como necesitamos que |f'(z2)| < 1, tenemos que:

Flas) = 1001 — )

e e 1
m(—% ) <1 __° -
n<10(1—a)> T\ Gy E S 111G B E

1 9
S —<l-—a<s=a< —

10 10
1n(L>>—1<:>L>1<:>6—2>1<:>
10(1 —a) 10(1—a) e 10(1 —a)
<:>£>1—a<:>10_62<a
10 10

Por tanto, se asegura la estabilidad asintotica de xq si:

. 10—¢2 9
@ 10 10

2. Calcula el valor de « para el que la poblacién (no nula) en equilibrio alcanza
su valor maximo.
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In[10(1 — )]

La poblacién no nula en equilibrio es x5 = . Para que alcance su

valor maximo, es necesario que coincida con el maximo de f, calculémoslo:

1
1l —«

flz)=0<=1-2(1—-a)=0<=z =

Comprobemos que efectivamente dicho valor es un maximo relativo:

1
s Siz< 1 , entonces f’(z) > 0, por lo que f es creciente.

1
» Siz> 1 , entonces f'(z) < 0, por lo que f es decreciente.

Por tanto, dicho valor efectivamente es un méaximo relativo. Imponemos que
dicho méaximo sea igual al punto de equilibrio:

In[10(1 — )] 1 e 10 —e
= In[10(1—a)] =1 l—a=— =
T = T n[10(1—«)] — l—-a 10<:>a 10
Por tanto, el valor de a buscado es a = 1%6.

Ejercicio 4.2.5. Sea g € C?*(R) una funcién que satisface ¢'(x) # 0 para todo
x € R. El método de Newton para resolver la ecuacién g(z) = 0 se describe como

9(wy,)
gl(xn)'

Tpn1 = Ty —

Si v es una raiz de g(z) = 0, demuestra que el método es convergente para cualquier
dato inicial suficientemente préximo a la raiz.

La funcién asociada a dicha Ley de Recurrencia es:
f: R — R
g(x)
g'(x)

r — T —

En primer lugar, tenemos que:
fla)=a—-0=«

Por tanto, a es un punto fijo de f. Como g € C*(R), tenemos que ¢’ € C*(R),
por lo que f € C*(R). Tenemos que:

(9'(2)* = g(x)g"(x) _ | _
(¢'(x))? (¢'(2)*  (g(=))?
Por tanto, tenemos que |f’(a)| = 0 < 1, y por el Criterio de la Primera Derivada

a es asintéticamente estable localmente para f. En concreto, es un atractor local,
por lo que:

fllw)=1-

BeR ||zg—a]<d= lim z, =«
n—oo

Queda por tanto demostrado lo pedido.
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Ejercicio 4.2.6. Estudia la estabilidad de los puntos de equilibrio de la ecuacién
en diferencias x,1 = f(z,), donde:

1. f(z)=1-2x+ 32% — 23

Buscamos en primer lugar los puntos fijos de dicha funciéon resolviendo la
siguiente ecuacion:

1-20+432° —a*=x <= 1-3c+32°—2°=0
Aplicamos el Método de Ruffini:

—1 3 =3 1
1 —1 2 -1
—1 2 -1 0

Figura 4.4: Divisién mediante Ruffini donde se ve que x = 1 es una solucién.

De Ruffini, vemos que:

f@)=rv+=1-30+32* -2 =—(2—-1)(2*—22+1) = (v —1)°

Por tanto, tenemos que el tnico punto fijo es x. = 1. Para estudiar la estabi-
lidad, como f € C*(R), tenemos que:

fllz)=-2+6z—-32> f(1)=1

Como vemos que el Criterio de la Primera Derivada no aporta informacion,
buscamos aplicar el Criterio de la Segunda Derivada:

ffle)=6—6x  f'(1)=0

Este tampoco nos aporta informacién, por lo que recurrimos al Criterio de la
Tercera Derivada:
/() =-6<0

Por tanto, tenemos que xr = 1 es un punto de inflexién, en el que pasa de
convexa a céncava. Por el Criterio de la Tercera Derivada, tenemos que z, = 1
es asintoticamente estable localmente.

2. f(x)=2%—u.

Buscamos en primer lugar los puntos fijos de dicha funcién resolviendo la
siguiente ecuacion:

ZTe, =0
Por=r<=2"-2r=2(-2)=0= Y
Tey = 2
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Para estudiar la estabilidad, como f € C*°(R), tenemos que:
fllay=22-1  f(0)=-1, f(2)=3

Por el Criterio de la Primera Derivada, deducimos que x., = 2 es inestable.
Respecto al otro punto fijo, como es una parabola deducimos por la observacion
de la pagina 45 tenemos que es asintéticamente estable localmente.

3fp —z/2 si x€]—o00,1]

5. ) ={

x si oz ell, o0

Buscamos en primer lugar los puntos fijos de dicha funcién resolviendo las
siguientes ecuaciones:

3

5 =r<—=3—zr=2r<=zx=1

o N R

rr=rx<—zx=01

Considerando los intervalos de definicién de cada parte de f, tenemos que tan
solo hay un punto fijo, . = 1. Estudiemos ahora su estabilidad. Tenemos que
f es derivable en R\ {1} con:

f’(:c):{ —l/2 si z€]—o00,1]

2 si oz €]l,00]

Veamos si es derivable en x = 1. Tenemos:

1 1
lim f'(x) = lim 5= 3 #2= lim 2z = lim f'(x)

z—1— z—1— z—1t z—1t

Por tanto, tenemos que f no es derivable en x = 1, por lo que no podemos
aplicar ninguno de los criterios ya conocidos. Veamos ahora qué ocurre en cada
parte:

m Sixg>1:

. ., (27)
Demostramos por induccién que z,, = z;

tenemos que:

para todo n € N. Entonces,

) . (2m)
lim z, = lim 2y ' = o0
n—oo n—oo

Por tanto, tenemos que no es estable, ya que para valores cercanos a 1,
la solucion diverge. Por tanto, es inestable por arriba.
m Sixzg<1:
Tenemos que:
3 ZTo 3 — Zo

- - = = >1 <= 3— >2<—1>
T 5 5 5 Zo Lo

Por tanto, como x; > 1, aplicando lo anterior tenemos que:

B (271
v, = (3 2“””0) vn € N\ {0}
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Por tanto, con n — oo tenemos que:

, , 3 — o @5
lim z,, = lim 5 =00

n—oo n—oo
Por tanto, es inestable por abajo.

Por tanto, deducimos que x. = 1 es inestable.

0,252+ 15 si <2

4. = )

f(@) { V2 siox>2
Buscamos en primer lugar los puntos fijos de dicha funcién resolviendo las
siguientes ecuaciones:

025x4+156=0<=15=0,7br <= x =2
V2t =r <= 2r =0+ 2=0,2
Considerando los intervalos de definicion de cada parte de f, tenemos que tan

solo hay un punto fijo, . = 2. Estudiemos ahora su estabilidad. Tenemos que
f es derivable en R\ {2} con:

0,25 siox <2
/ o )
f(z)_{%/lﬂﬂ:\/% siox>2

Veamos si es derivable en x = 2. Tenemos:

1
lim f'(z) = lim 0,25 =0,25# = = lim —— = lim f'(x)

1
T2~ T—2~ 2 =2+ \/9q z—21

Por tanto, tenemos que f no es derivable en x = 2, por lo que no podemos
aplicar ninguno de los criterios ya conocidos.

s Sixg < 2:
Veamos en primer lugar que la sucesion solucién estd mayorada por 2:

e Para n =0, vemos que xy < 2.
e Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

Ty < 2=> Ty = 0,251, +1,5<025-2+1,5=2

Por tanto, para n + 1 se tiene.

Veamos ahora que la sucesion solucion es creciente:
Tpi1 = f(x,) =025-2,+ 1,5 >z, <= 15> 0,75z, < 2>z,

Por tanto, como {x,} es creciente y mayorada, tenemos que {z,} — 2.
Por tanto, x. = 2 es un atractor local por debajo. Ademés, fijado e € RT,
tomando ¢ = &, tenemos que:

lzg — 2| =2—2p<d= |2, —2|=2—2,<2—p<d=¢

donde se ha empleado que xg < z,, para todo n € N. Por tanto, x, = 2
es estable por abajo.
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s Sizy>2:
Veamos en primer lugar que la sucesién solucion esta minorada por 2:

e Para n =0, vemos que xy > 2.

e Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:
Tp > 2= Tpi1 = V2, >V2:-2=2

Por tanto, para n + 1 se tiene.

Veamos ahora que la sucesion solucién es decreciente:
Tppr = f(2,) =V2 -2, <3 &= 21, <22 <= 2< 1,

Por tanto, como {z,} es decreciente y minorada, tenemos que {x,} — 2.
Por tanto, z, = 2 es un atractor local por encima. Ademads, fijado ¢ € R*,
tomando § = ¢, tenemos que:

ltg — 2| =20 —2<d = |z, —2|=2,—2<20—2<d=¢

donde se ha empleado que xy > z,, para todo n € N. Por tanto, z. = 2
es estable por encima.

Uniendo ambos resultados, tenemos que z. = 2 es estable y es un atractor
local, por lo que es asintoticamente estable localmente.

-1 s1 z<—1
5. f(z)=¢ =z si —-1<zx<1
1 siox>1

En este caso, tenemos que [—1,1] son todos ellos puntos fijos. No obstante,
tenemos que f no es derivable en +1, por lo que no podemos aplicar los
criterios ya conocidos.

» Para cualquier z* €] — 1,1[, tenemos que x no es un atractor local, ya
que para xg # =¥, tenemos que:

lim z, =z # z*
n—oo

No obstante, tomando § = € obtenemos que si es estable.

= Para z* = 1, tenemos que es estable en ambos lados y atractor local tan
solo por arriba.

= Para z* = —1, tenemos que es estable en ambos lados y atractor tan solo
por debajo.

Ejercicio 4.2.7. Demuestra que {2/9,4/9,8/9} es un 3—ciclo inestable para la funcién
“tienda” (tent map) T definida por

| 2 si 0<x <Y
T(III)_{Q(l—x) si a<a<l

114



Modelos Matematicos I 4.2. FEcuaciones en diferencias no lineales de orden 1

Ejercicio 4.2.8. Sean f : R — R continua y {sg, s1} un 2—ciclo de z, 11 = f(x,).
Demuestra que entre sg v s; hay un punto de equilibrio.

Supongamos sin pérdida generalidad sy < s1. Buscamos demostrar que 3¢ € ]sg, s1]
tal que f(c) = c. Definiendo g = f — Id, tenemos que es continua por ser diferencia
de continuas. Ademas, tenemos que:

g(s0) = f(s0) — S0 = s1 — o
g(s1) = f(s1) — 51 =50 — 51 = — (51 — 50)
donde he hecho uso que, por ser un 2—ciclo, tenemos que f(sg) = s1y f(s1) = So-

Por tanto, tenemos que g(s0)g(s1) = —(s1 — s9)? < 0, por lo que por el Teorema de
los Ceros de Bolzano, Jc € |sg, s1] tal que g(c¢) =0 = f(c) — ¢, por lo que f(c) = c.

Ejercicio 4.2.9. Se considera la ecuacién en diferencias z, 1 = f(z,) con funcién
asociada f(z) = 1/2 - z(1 — 32?). Estudia la estabilidad del ciclo {—1,1}. Estudia
también la estabilidad del punto de equilibrio deducido en el ejercicio anterior (Ejer-
cicio 4.2.8).

Comprobemos en primer lugar que se trata de un 2—ciclo:

(1-3)=-1 f(—l):—%(l—?)):l

N | —

f) =

Por tanto, efectivamente se trata de un 2—ciclo. Tenemos que f € C*(R), por
lo que podemos aplicar el Criterio de la Primera Derivada. Tenemos que:

1 1 — 922
Z.092 =
9 2

fia) =3

Tenemos por tanto que f/'(1) = f(—1) = =8/2= —4 < —1. Como | f'(1) f'(—1)| =
16 > 1, tenemos que dicho ciclo es inestable. Ademas, en el ejercicio anterior hemos

visto que tiene un punto fijo ¢ € | — 1, 1[. Calculémoslo explicitamente:
f(x):x<:>1:c(1—3x2):x<:> r=0
2 1-312=2<+=322= -1

Por tanto, tenemos que el punto fijo es z. = 0. Tenemos que | f/(0)| = % < 1,y porel
Criterio de la Primera Derivada tenemos que es asintoticamente estable localmente.

Ejercicio 4.2.10. Se considera la ecuacion en diferencias
Tpi1 = L) relR

que describe la evolucion de una poblacién que se comporta como una exponencial
cuando el tamano de la poblacién es bajo y tiene tendencia a disminuir cuando el
tamano es elevado. La cantidad

A\ = er(l—mn)
es la tasa de crecimiento de la poblacion.
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1. Calcula los puntos de equilibrio de la ecuacién.
Su funcion asociada es:

fr R — R

x — ge'd-7)

Sus puntos fijos son, suponiendo r # 0, son:

r=0
< V
=0 e=0=r(l-2)<=2=1

flz)=z<= o= ze'1=7)

0

En el caso de r = 0, se tiene que f(x) = ze” = z para todo x € R, por lo que

todos los puntos son puntos fijos.

2. Determina las condiciones bajo las que dichos puntos de equilibrio son asintoti-
camente estables para r # 0, 2.

Tenemos que f € C*(R), por lo que calculamos la primera derivada:

f(z) = e’"(l_‘”)(l —r-x) = eT(l_‘”)(l —rx)

Estudiamos ahora cada uno de los puntos:

» Para z = 0:
Tenemos f/(0) = e". Tenemos que e” es una funcién estrictamente crecien-
te y positiva. Por tanto, para r > 0 (f/(0) > 1) se tiene que es inestable;
mientras que para r < 0 (f'(0) < 1) se tiene que es asintéticamente
estable localmente.

» Para x = 1:
Tenemos f/(1) = €%(1 —r) = 1 —r. Tenemos que, para r €]0,2[ (|f'(1)] <
1) se tiene que es asintéticamente estable localmente; mientras que para
r>2yr<0(|f(1) >1) se tiene que es inestable.

Los resultados se resumen en la siguiente tabla, donde a.e.l. representa asintoti-
camente estable localmente.

0<r 0 es a.e.l. y 1 es inestable.

r=20 No lo sabemos.
0<r<2|0esinestable y 1 es a.e.l.

r=2 0 es inestable, y para el 1 no lo sabemos.
2<r 0 y 1 son inestables.

3. Estudia el caso r = 2.
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Como hemos explicado antes, el 0 es inestable. Veamos el caso de x. = 1.
Tenemos que f/(1) =1 —r = —1. Calculamos entonces la derivada segunda y
tercera:

f(x) = —re" (1 —rz 1) = —re" 792 — ra)
fm(l’) _ r26r(1—x)(2 —ro+ 1) — T26T(1_$)(3 _ Tl‘)

Por tanto, tenemos que f”(1) = —r(2—r) =0, f”(1) = r*(3—r) = 4. Usando
el Teorema correspondiente, tenemos que:

2f"(1)+3(f"(1))*=2-4>0
Por tanto, tenemos que z. = 1 es asintéticamente estable localmente.

4. BEstudia el caso r = 0.

En este caso, el modelo queda x,,.1 = z,, por lo que todos los valores iniciales

son soluciones constantes. No es un atractor local, ya que lim x,, = zy para
n—oo

cualquier valor de xy € R. No obstante, tomando § = ¢, tenemos que si es
estable.

Ejercicio 4.2.11. Se considera la ecuacion en diferencias x,, 1 = x,+af(z,), donde
f € C*(R) es una funcién que verifica las siguientes propiedades:

» f(z) se anula solo en x = —1.
» f'(z) es estrictamente decreciente con f'(—1) = 0.

Demuestra que z* = —1 es un punto de equilibrio inestable siempre que «a # 0.

Sea la funcién asociada a dicha euacion en diferencias la siguiente:

g: R — R
r — x+af(z)

Veamos que z* = —1 es un punto fijo:
g—)=—-1+af(-1)=—14a-0=-1

Por tanto, z* es un punto fijo. Como f € C?*(R), tenemos que g € C?*(R).
Calculemos ¢'(z*):

g@)=1+af(x) J(=1)=1+af(-1)=1

Por tanto, el Criterio de la Primera Derivada no aporta informaciéon. Veamos
ahora qué ocurre en z* = —1:

» Para ¢ < —1, como f’ es estrictamente decreciente tenemos que f'(x) >
f'(—=1) = 0. Por tanto, f es estrictamente creciente.

» Para x > —1, como f’ es estrictamente decreciente tenemos que f'(z) <
f'(—=1) = 0. Por tanto, f es estrictamente decreciente.
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Por tanto, podemos afirmar que f tiene un méximo relativo en z* y que cambia
de creciente a decreciente, por lo que es céncava. Supongamos que f"(x) < 0 para
todo x € R. Tenemos que por tanto que:

g"(x) = af’(z)

Por tanto, como «, f”(—1) # 0, tenemos que ¢”(—1) # 0. Por tanto, por el
Criterio de la Segunda Derivada, tenemos que z* = —1 sera inestable bien por
arriba o bien por abajo, pero en cualquier caso sera inestable.

Observacion. Notemos que hemos supuesto f”(x) < 0. Que una funcién sea concava
no implica necesariamente que f”(z) < 0 para todo z € R, y ejemplo de esto es

f”(f) _ _(‘T _4 1) )

Ejercicio 4.2.12. En cierto mercado las funciones de oferta y demanda vienen
dadas por

Olp)=1+p°,  D(p)=c—dp, cell,+oof, d e RY

1. Calcula el punto de equilibrio econémicamente factible.

O(p) = D(p) <= 14+p* = c—dp <= p*+dp+l—c=0<=p =

—d+£\/d*+4(c—1)

En el caso de la solucion que lleva un —1 como coeficiente de la raiz, po-
demos confirmar que el valor es negativo, por lo que el punto de equilibrio
econdémicamente estable es:

. —dH+/d*+4(c—1)

p

2. Deduce las condiciones sobre ¢ y d que aseguran la estabilidad asintética de
p*. (Qué ocurre sid =2y ¢ =47

El modelo viene dado por la ecuacién O(p,—1) = D(p,):

—1 =92
1+pi_1:c—dpn:>pnchdpnfl
La funcién asociada es:
[+ RE — RS
. c—1—2?
x
d
Tenemos que f € C*®(Ry), y su derivada es:
2

f’(f):—a'ﬂf

. —d+ /@ +4(c—-1) d—/d>+4(c—1 d?>+4(c—1
oy EZICEN WL 2 Gl N/ G
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Para poder asegurar la estabilidad asintética de p*, empleando el Criterio
de la Primera Derivada necesitamos que |f’(p*)] < 1. Como sabemos que

(—d + /d? 4+ 4(c — 1)) > 0 por tener p* > 0y, ademds, d € R*, tenemos que
f'(p*) < 0. Por tanto, basta con imponer que —1 < f/(p*):

E+d(c—1 A+ A(c—1
1<1-— tale-l) oo tale-l)

d d
?+4(c—1
= 2> +d(c )<:>2d>\/d2+4(c—1)<:>

= Ad® > P +4(c—1) &= 3d* > 4(c — 1) <= 3d* — 4c > —4

Por tanto, hemos de imponer que 3d? —4c > —4. Enel casode d =2 y ¢ = 4,
tenemos que:

3:22-4.4=12—-16= —4

Por tanto, en este caso no basta con usar el Criterio de la Primera Derivada.
Tenemos que:

. 244143 —2+4
- 5 - =

p L f(-1)=-1

En este caso, y debido a la observacién de la pagina 45, tenemos que p* = 1
es asintoticamente localmente estable.

3. Para ¢ = 3 y d = 2, usa un diagrama de Cobweb para trazar los valores de
p1 Y p2 a partir de pg = 1. ;Cémo se comportaran los precios a largo plazo en
este caso?

En este caso, tenemos:

3:22-4.3=12—-12=0> —4

Por tanto, tenemos que el punto de equilibrio p* es asintoticamente estable lo-
calmente. En este caso, p* = —14++/3 & 0,732. Sabiendo la Ley de Recurrencia,
tenemos que:

po=1 p1 =12 P2 ="T/8
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-1 12

Figura 4.5: Representacion del modelo de la Telarana del Ejercicio 4.2.12.

Ejercicio 4.2.13. Determina los 2—ciclos de los siguientes sistema dinamicos y
estudia su estabilidad:

_ 2
1. zpp1=1—x;,.

Su funcién asociada es:

f: R — R
r — 1—22

Para estudiar los 2—ciclos, necesitamos obtener f2. Tenemos que:
(@) = F(f(@) = f(1=a?) = 1=(1=2%)? = 1-(1-22%+2") = 2% —a* = 2(2—2?)

Los elementos del 2—ciclo serdn los puntos fijos de f2, calculémoslos:

=0
fAz)=2+=1*2-2°) =2 = v
r2—1*)=1+= -2+ 20 -1

Aplicamos el Método de Ruffini para resolver dicha ecuacion:

-1 0 2 -1
1 -1 -1 1
-1 -1 1 0

Figura 4.6: Divisién mediante Ruffini donde se ve que z = 1 es una solucién.

Por tanto, tenemos que dos puntos fijos de f2 son 0, 1. Ademés, también tendra
como puntos fijos las soluciones de la ecuacién —a% — z + 1 = 0, pero esas son
las soluciones de f(z) = z; es decir, son soluciones constantes. Por tanto, el
2—ciclo es:

0.1}
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2. Tpy=5H—

Su funcién asociada es:
fr R — R
6

r — 55— =
x

Para estudiar los 2—ciclos, necesitamos obtener f2. Tenemos que:

6 6x

P = fita) = £ (5-2) SR LR

Xz

Los elementos del 2—ciclo serdn los puntos fijos de f2, calculémoslos:

fAz)=2+=5—

5$_6:93<:>(5—x)(593—6):61’<:>

<

= 250 —30 =522 4+ 62 =61 < 22 —5r+6=0<—

Comprobemos ahora que no son soluciones constantes:

6
flz)=2+=5— - =2 += 51— 6=2"
T

Como podemos ver, los dos valores anteriores cumplen la ecuacién, por lo que
son puntos fijos. Por tanto, no hay 2—ciclos no triviales.

Ejercicio 4.2.14. Para a,b € R se considera la funcién:
ar si x <0
f(:v)—{ br si 0<x
demuestra las siguientes propiedades:

1. @ =0 es un punto fijo de f para cualesquiera a y b.

Para cualquier valores de a, b, tenemos que f(0) =b-0 =0, por lo que a =0
es un punto fijo.

2. Si0<a<1y0<b<1entonces a =0 es asintoticamente estable.

Distinguimos en funcion del signo de z:

= Si Ty < 0:
Demostremos en primer lugar que la solucién esta mayorada por 0:

e Para n = 0, tenemos xy < 0.
e Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

Tpr1 = f(zp) =a-2, <0

donde he aplicado que a > 0y x,, < 0.
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Veamos ahora que la solucion es estrictamente creciente:
To1= f(xp)=a -2, >0, <= a<1

donde, tras simplificar x,, puesto que x,, # 0, he empleado que z, < 0,
por lo que se invierte el sentido de la desigualdad. Por tanto, {z,} es
creciente y mayorada, por lo que {x, } — 0. Para demostrar que es estable,
tomando § = ¢, tenemos que:

|tg — 0] = —290<d = |2, — 0] = —x, < —xp < €
donde he empleado que zy < z,. Por tanto, tenemos que es asintotica-
mente estable localmente por abajo.
= Sixg>0:
Demostremos en primer lugar que la solucién esta minorada por 0:

e Para n = 0, tenemos xy > 0.
e Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

Tpi1= f(zy)=b-2, >0
donde he aplicado que b > 0y x,, > 0.
Veamos ahora que la solucién es estrictamente decreciente:
Tpi1 = f(xy) =b-2, <z, <=b< 1

donde, tras simplificar x,, puesto que z, # 0, he empleado que x,, > 0,
por lo que se mantiene el sentido de la desigualdad. Por tanto, {z,} es
decreciente y minorada, por lo que {z,} — 0. Para demostrar que es
estable, tomando § = ¢, tenemos que:

lzg — 0| =29 <0 = |2, — 0| =2, <o < €

donde he empleado que la sucesion solucion es creciente. Por tanto, tene-
mos que es asintoticamente estable localmente por encima.

Por tanto, deducimos que es asintéticamente estable localmente.

3. S5i0<a<1yb>1entonces a =0 es inestable.

Veamos que no es estable. Tomado xy > 0, veamos que la solucién es creciente:

Tpi1 = f(xp) =b-xy >2, <= b>1

Por tanto, la solucion es estrictamente creciente. Veamos que no esta acotada
por reduccién al absurdo. Supongamos que lo estd, y tengamos {z,} — L.
Tenemos que:
L= lim o, = lim @y = lim f(zn) & f(lim xn> — (L)
n—00 n—00 n—00 n—o0
donde en (x) hemos empleado la continuidad de f. Por tanto, f(L) = L, por
lo que L es un punto fijo y ha de ser a = 0 por ser el tinico punto fijo. No
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obstante, la sucesion solucion es estrictamente creciente con xy > 0, por lo que
llegamos a una contradicciéon. Por tanto, {x,} no estd acotada, y se tiene:

lim z, = c©
n—oo

En concreto, tenemos que es inestable por encima, y por tanto es inestable.

4. Sia<0yb<0yab<1entonces a = 0 es asintoticamente estable.

Veamos el valor de f2. Tenemos que:

» Siz <0, tenemos que f(x) = azx > 0, por lo que f?(x) = abx.

» Si x>0, tenemos que f(x) = bx <0, por lo que f?(x) = abzx.

En cualquier caso, tenemos que f2(x) = abz para todo x € R. Tenemos que
f? € C*(R), y su derivada es:

(f>(x)=ab VzeR

Como [(f?)'(«)| = |ab] = ab < 1, tenemos que « es asintéticamente estable
localmente para f2. Debido al Lema 1.7, también lo es para f.

5. (Qué puede decirse sobre la estabilidad de los puntos fijos cuando b = 1 y
a>17

En este caso, el conjunto de los puntos fijos es Ry . Para los elementos de R,

tenemos que es estable tomando § = . No obstante, no es asintoticamente

estable, ya que lim x,, = x( para cualquier valor de xq > 0, y por tanto no es
n—oo

un atractor local.

En el caso de un punto xy < 0, tenemos que la solucién es decreciente:

Tpr1 = flxy) =a-x, <zp <= a>1

Por tanto, la solucion es estrictamente decreciente. Veamos que no esta acotada
por reduccién al absurdo. Supongamos que lo estd, y tengamos {z,} — L.
Tenemos que:
L= lim z, = lim z,.; = lim f(x,) ) f ( lim xn> = f(L)
n—o0 n—0o0 n—oo n—oo

donde en (x) hemos empleado la continuidad de f. Por tanto, f(L) = L, por
lo que L es un punto fijo y ha de ser a = 0 por ser el tinico punto fijo. No
obstante, la sucesion solucion es estrictamente decreciente con xy < 0, por lo
que llegamos a una contradiccion. Por tanto, {x,} no estd acotada, y se tiene:

lim z, = —
n—oo

En concreto, tenemos que es inestable por debajo, y por tanto es inestable.
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Ejercicio 4.2.15. Sea f : R — R definida por

0 si =0
)= { lzsen(l) si z#0
Estudia la estabilidad de los puntos fijos de x, .1 = f(x,). {Es f contractiva?

Tenemos que f(0) = 0. Veamos si hay otro punto fijo:

o (5) )
—rsen|— | =r<=sen|—| =2
2 T T
Por tanto, no hay mas puntos fijos. Veamos en primer lugar que |z,41| < |z,]

para todo n € N:

|[Tna] = <[]

1
5 %n Sen (Yan)| < ’ 5%n

Veamos ahora que es estable. Fijado ¢ € R", tomando § = & tenemos que:

|tog — 0| = |zo] < 6 = |2" — 0] = |2"]| < |zo] < &

Por tanto, el 0 es estable. Veamos ahora que es un atractor local. Como |z,| es
estrictamente decreciente y minorada por 0, tenemos que {|z,|} — L. Por tanto,
por la unicidad del limite, como z,+1 = f(z,), tenemos que L = f(L), por lo que
{|zn|} — 0. Veamos que {x,} — 0. Por la convergencia del valor absoluto, tenemos
que:

VeeRY, IneN|SimeN, m2n= ||z, —0| = |z =|zm,—0] <e¢

Por tanto, tenemos que {x,} — 0, por lo que es un atractor local. Por tanto, 0 es
asintéticamente estable localmente.

Por ﬁitimo, veamos si es contractiva. Para ello, hemos de calcular la constante
de Lipschitz acotando la derivada. Tenemos que:

)= 5 (sen () —reos/) - 5 ) = 5 (sen ) —costy) 1)

Para que sea Lipschitziana es necesario que la derivada esté acotada. No obs-
tante, cuando x — 0 tenemos que f’ diverge (no estd acotada), por lo que no es
Lipschitziana y por tanto tampoco es contractiva.

Ejercicio 4.2.16. La evolucién de una determinada poblacion viene descrita por la
ecuacion en diferencias
Tyl = Tpe™on a€RT

1. Determina los puntos de equilibrio y estudia su estabilidad en funcién del valor
de a.

Sea su funcién asociada:

R

f: R —
r — ze® %
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Tenemos que los puntos fijos, ademas de z = 0, son:

l=e""=0=a—crv=z=a
Ademas, sabemos que f € C°(R). Tenemos que:
fle) = (1~ x)

Estudiamos la estabilidad de cada uno de los puntos fijos empleando el Criterio
de la Primera Derivada:

n x =0:

Tenemos que f'(0) = e* > 0. Para aplicar el criterio, imponemos que

£1(0) < 1:

fl0)<l<=e"<e <= a<0
Por tanto, como a € R, tenemos que no se tiene, por lo que z = 0 es un
equilibrio inestable.
= r=a:

Tenemos que f’(a) = €°(1—a) = 1—a. Para aplicar el criterio, imponemos

que | f'(a)| < 1:
2>a
If'(a)) <l -1<1l-a<l+= A < a€]0,2]
a>0

Para a € R\ [0,2] sabemos que |f’(a)] > 1, por lo que es inestable.
Veamos qué ocurre para a = 0, 2.

e Para a = 0, no se puede tener pues a € R™.
e Paraa = 2, tenemos que f'(2) = 1-2 = —1. Calculamos f”(2), f"(2):
fllay=e""(-11-2) = 1) =e""(=242)  [(2)=0
f”l(l’) — eafm(_l(_2 + x) + 1) — eaf:p(3 _ l’) f”/<2) — 6af2 — 60 =1
Tenemos que:
207(2) + 3(f"(2))* = 2> 0

Por tanto, tenemos que x = a = 2 es asintéticamente estable local-
mente.

2. Para el caso a = 3, comprueba que {0,424321,5,57568} es un 2—ciclo (aproxi-

mado). ;Es asintéticamente estable?

Busquemos calcular f2. Tenemos que:

fQ(x) — f(f(x)) — f(l'@aix) — et . paTe

a—x

Los puntos fijos de f? son, bien el 0, bien las soluciones de la siguiente ecuacion:

a—z a—zet—T a—x a—x

e e =1« ea—:c+a—xe — €2a—a:—e — 60 . O — = %7
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Dicha ecuacién es trascendente, por lo que no podemos obtener de forma
explicita los puntos fijos, tan solo aproximarlos, como nos los dan en el enun-
ciado. Sea el ciclo entonces {Tg,71}. Buscamos demostrar que f(Zg) ~ 77 y
f(7) ~ 7o

f(@5) = 5,5756782285075 ~ T
F(F7) = 0,4243207104934 ~ 75

Estudiemos ahora su estabilidad. Como f € C*°(R), buscamos ver el valor de
la primera derivada evaluada en los elementos del ciclo.

(@) = 7,5645581220561

! (— ! (—— .
I = 0348216546916 }:>|f(x0)f (Z7)| = |—2,6341202525984| > 1

Por tanto, el 2—ciclo visto es inestable.

Ejercicio 4.2.17. En cierto mercado los precios de un determinado producto siguen
una dindamica basada en los postulados del modelo de la telarana, donde las funciones
de oferta y demanda vienen dadas por:

(p—2)°
-

Con el fin de estudiar la evolucion de los precios se pide lo siguiente:

D(p)=5-p, Op)=2+

1. Prueba que si f : R — R es una funcién continua y decreciente, entonces
Tpa1 = f(x,) tiene un tinico punto de equilibrio.

Esta demostrado como parte de la demostracién del ejemplo de la pagina 30.

2. Construye una ecuacion en diferencias para el precio y localiza un intervalo
entre dos enteros consecutivos que contenga al precio de equilibrio.

Para el modelo dindmico, tenemos que O(p,_1) = D(p,). Por tanto, tenemos
que:
(o1 —2)° (o1 —2)°

3 3

Podriamos intentar buscar explicitamente el punto de equilibrio p*, pero lle-
garemos a un problema mayor:

2+ :5_pn:>pn:3_

= =9 +4p -4 PP -p -5=0

Resolver dicha ecuacién de grado 3 explicitamente no es facil, por lo que bus-
caremos aplicar el Teorema de Bolzano.

Sea f la funcién asociada a la ecuacién en diferencias:
f: R — R
(x - 2)°

— 33—
v 3
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Como buscamos una solucién de f(x) = z, definimos ¢ = f — Id. Tenemos
que:
1

D)= f(2)-2=3-2=1 ¢B)=f()-3=3-5-3=—1

Por tanto, por el Teorema de Bolzano, Ip* € ]2, 3] tal que g(p*) = 0 o, equi-

*

valentemente, f(p*) = p*.

3. Calcula la derivada de f en el entorno anterior. Comprueba que el punto de
equilibrio obtenido es asintoticamente estable.

Tenemos que f € C*(R), y su primera derivada es:

flz)=—(z-2)*<0

Tenemos que f’ es estrictamente decreciente, con f'(2) = 0, f'(3) = —1. Por

tanto:
2<p"<3=-1=f )< f(p)<f(2)=0

En definitiva, tenemos que |f'(p*)| < 1, por lo que el punto de equilibrio
obtenido es asintéticamente estable.

4. Sea g(z) = f(f(z)), donde f es la funcién del apartado anterior. Prueba que
se verifica g(3) < 3 < 4 < g(4), y deduce como consecuencia de ello que la
ecuaciéon en diferencias admite un 2—ciclo.

Tenemos que g = f2. Tenemos que:

_ B AV O VAP SN
o0 = sy =1 (3-3) =3-Ub ca-F s T oh s
23
<:>3—4>0
33
93 1-Z _% 3
9(4)=f(f(4))=f(3—§)=3—< 33) =3 33 =3+34>4<=>

3

<:>§>1<:>53:125>81:34

Por tanto, efectivamente tenemos que ¢(3) < 3 < 4 < g(4). Definimos ahora
h=g—1d= f*— Id. Tenemos que:

h(3) = g(3) —3 <0
h(4) = g(4) — 4 > 0

Por tanto, por el Teorema de Bolzano, 3¢ € |3,4[ tal que f?(c) = c. Ademas,
como ¢ # p* y en el primer apartado hemos visto que el punto fijo es tnico,
tenemos que f(c) # c¢. Por tanto, tenemos que presenta un 2—ciclo dado por:

{c, f(c)}
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5. ;Es el precio de equilibrio un atractor global?

Buscamos ver si, para cualquier valor de xg, se tiene que:

lim p, =z~
n—oo

No es cierto, ya que si por ejemplo py = ¢ el primer elemento del 2—ciclo
descubierto en el apartado anterior, tenemos que {p,} no converge, ya que se
mantiene en el 2—ciclo.

6. Estudia el comportamiento de los precios del modelo teniendo en cuenta la
informacion obtenida en los apartados anteriores.

Tenemos que si los precios comienzan cercanos al precio de equilibrio, conver-
geran a dicho precio. Ademas, presenta un 2—ciclo.
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4.3. Ecuaciones en diferencias lineales de orden
superior

Ejercicio 4.3.1. Calcula la solucién de la ecuacién x, 19 — 3x,11 + 22, = 0, con

condiciones iniciales xo = 1, 1 = 0. Determina lim x,,.

n—oo
El polinomio caracteristico asociado a dicha recurrencia es:
pAN) =X =32 +2=A—-1)(A-2)
Por tanto, tenemos que la solucién general de la recurrencia es:
Tp=c0C - 1"+ 2" =¢; + ¢y 2"
Usando las condiciones iniciales, tenemos que:

To=1=c1+cy
$1:O:C1+2CQ

Restandole a la 22 ecuacién la 12, tenemos que —1 = ¢y, por lo que ¢; = 2.
Entonces, la solucién a la recurrencia dada es:

Ty, =2-—2"
Por tanto, tenemos que:

lim z, = lim 2 - 2" = —
n—o0 n—0o0

Ejercicio 4.3.2. Determina el espacio de soluciones de la ecuacion 4,9 — x, =0
que verifica xg = 0. ;Qué dimensién tiene?
El polinomio caracteristico asociado a dicha recurrencia es:
9 1 1
pA) =4 —1=02x-1)(2\—-2) =14 )\—5 )\—1—5

Por tanto, tenemos que la solucién general de la recurrencia es:

1\" N\ o 1\"
xn:cl-(§> +02'(—§) :2—n+62'<—§>

Usando la condicién inicial, tenemos que:

C1 Co Cl+02
e D S T

Por tanto, tenemos que las soluciones de la recurrencia son:

Cy = —C1
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Tenemos por tanto que el espacio de soluciones de la ecuacién 4z, 0 — x, = 0
que verifica xg = 0, al que notaremos por Vj, es:

el

Como la base del espacio vectorial tiene un elemento, tenemos que su dimensién
es 1, dim Vg = 1.

Ejercicio 4.3.3. ;Pueden ser z, = 2", y,, = 3" y 2, = 4" soluciones de una misma
ecuaciéon de la forma a0 + a17,41 + apx, = 07 Razona tu respuesta.

Sabemos que {Zn, Yn, 2, } son linealmente independientes. Notando por V' al es-
pacio de las soluciones de la recurrencia dada, suponiendo que {z,,y,,z,} € V,
tenemos que dim V' > 3. No obstante, sabemos que dim V' = 2, por lo que llegamos
a una contradiccién. Tenemos por tanto que no es posible.

Ejercicio 4.3.4. jPueden ser z, = 5" e y, = 1 + 2" + 5" soluciones de una misma
ecuaciéon de la forma x,,9 + a12,11 + apx, = 07 (Y de una ecuaciéon de la forma
Tnio + a1T, 1 + agr, = b,”7 Razona tus respuestas.

Supongamos que x, e ¥y, sean soluciones de una ecuacién de la forma:
Tn42 + A1Tn+1 + apx, = 0 (41)
Entonces, como y,, es solucién, tendriamos que:

Ynso + Q1Yns1 + aoyn = (1 + 2772 £ 5"2) +ar (1 + 2" + 5" £ ag(1 42" + 5")
(14+4-2"4+25-5")+a;(1+2-2"+5-5") +ap(l +2"+5")
0 Vn € N

Anélogamente, como z,, es solucién, tenemos:

Tnt2 + 1Tnt1 + Aoy = 5" + a1 5" + ah”
=25-5" 4+ 5a:5" + agh"
=0 VneN
[gualando los coeficientes de 2", 5" y los términos independientes a 0, tenemos:
a; + ag + 1=0
2CL1 + ag + 4=0
5611 “+ ag + 25=0

Este sistema es incompatible, luego dichos ag, a; no existen para que x, € y,
sean solucién de una ecuacion de la forma 4.1.

Supongamos ahora que x,, € ¥y, son soluciones de una ecuaciéon de la forma:
Tpao + A1Tp11 + agx, = by (4.2)
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Entonces, como y,, es solucién, tenemos:

Ynt2 + @1Yns1 + aoyn = (14+4-2"4+25-5") + a1 (1 +2-2" +5-5") + ap(1 + 2" 4+ 5")
=b, Vn € N

Como z,, es solucion, tenemos:
Tpio + 12,401 + apx, = 255" 4+ 5a 5" + agh™ = b, Vn € N

De ambos resultados, partiendo de la trivialidad b, = b,, para todo n € N se
tiene: de donde tenemos que:

b, = b,
Ynt2 T Q1Ynt1 + QYn = Tpt2 + A1Tp41 + ATy
(14+4-2"4+25-5")+a;(1+2-2"4+5-5") +ap(1 +2"+5") =25-5" 4+ 5a15" + apb”

525 5arF ag) + 2"(4 + 2a1 + ag) + a1 + ag + 1 = 5"(25 +Bag F ag)

2"(4+2a; +ag)+ar+ay+1=0 VneN
La ecuacién anterior nos da el siguiente sistema:
ar+ap+1=0 a; = —3
{2a1+a0+4:0 = a0:2
Entonces, tenemos que el valor de b,, de forma que x,, v y, sean soluciones es:

by = 25 - 5" + 5(=3)5" + 2 - 5"
= 5"(25 — 15+ 2)
=12.5" Vn e N

Tenemos asi que z,, e y, son solucién de una ecuacion de la forma 4.2:
Tpio + —3Tpy1 + 22, = 125"

Ejercicio 4.3.5. Una empresa fija el precio de su producto haciendo la media de
los precios de los dos anos anteriores. Si los precios de los dos primeros afnos son py y
p1, proporciona la expresiéon del precio en funcion del ano y calcula su valor a largo
plazo. ; Te parece razonable este modelo para fijar el precio del producto?

Sea p, el precio en el ano n € Ny. Tenemos que:

1
Prnt2 = 5 (pn-i-l +pn)

Su polinomio caracteristico asociado es:

R (“é)

Tenemos entonces que la solucion general a la recurrencia es:

1 n
Pn=20C +Co- )
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Calculemos ahora los valores de ¢y, ¢y en funcién de pg, pi:

Po = C1+ C2
C2
p1201—5

Restando ambas ecuaciones, obtenemos:

3 2
PO—P1=§CQZ>02=§(ZJO—P1):>
3po —2po+2p1 _ po+2p

3 3

2
:>01:P0—02:P0—§(p0—p1):

Por tanto, tenemos que la solucién a la recurrencia es:
Po + 2]?1 2 1\"

y = ——— + — (py — | —=

p 3 3 (po —p1) ( 9

A largo, plazo, tenemos entonces que:

i Do + 2p1
m p, = ———

n—00 3

Notemos que, econdmicamente hablando, esto podria no tener sentido; ya que el
precio a largo plazo tan solo depende de los valores iniciales de py, p;. Por ejemplo,
en el caso de que la reputacion de la empresa aumentase mucho, o que por ejemplo
aumentase la inflacion, los precios deberian aumentar.

Ejercicio 4.3.6. Dado « € R, encuentra una sucesion {z, },>o que satisfaga:

o = 1,
ry =Aaq,
Tpy2 = Tpi1 + T, nz=0
. , Ln+1
Determina lim .
n—o00 I,

El polinomio caracteristico asociado a dicha recurrencia es:

Por tanto, tenemos que la solucién general de la recurrencia es:

1+v5\ 1-v5\
e () e ()

Usando las condiciones iniciales, tenemos que:

To=1=c + ca
P—a = <1+2\/5) Yoy (172\/5>
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Como ¢; = 1 — ¢y, tenemos:

a:(1—02)~<1+2\/5>+02 ( )

1+ +C2< L+V5 \/_>

=

2

() ().

= — \/502

._
+
S

H
+l\3
S

Por tanto, tenemos que:

«Q 145

“TTG T o

 VEa VB+5 —(2vE)-a+5+4/5

=T T T 10
(2VE)-a+5—-+/5

cir=1—cy = 10

Entonces, la solucién a la recurrencia dada es:

(2V5)-a+5-V5 <1+\/5>n+—(2\/§)-04+5+\/5. (1—x/5>"

T, =
10 2 10 2

Para calcular el limite pedido, usaremos la solucion general, en funcién de ¢y, co:

Cm o (1+2\/5> +1+C2 (1 f>n+1 )
noo T, oo <1+2\/5>” Yo (172\/5)71
o () () o () ()
anl_{go o (1+2\/5 n_|_02 <1,2\/5)n

Tn+41 , 2
1i lim —
n—00 I, n—00 ey 4 ey - (}—1%)
1+v5
Ca (%) 1445
B C1 N 2

donde he usado que 1+ /5 > 1 —+/5, por lo que el limite de ese sumando es 0.
Notemos que este limite es bien conocido, y es el nimero dureo, ¢ = %5
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Ejercicio 4.3.7. Determina, en funcion de a € R, el valor del determinante tridia-
gonal siguiente:

al 0 - 0
1l a1 - 0

Dn: O 1 a --- O :‘Mn|
000 - a

Para ello, desarrolla por elementos de una linea con el fin de obtener una ecua-
cién de orden 2, y tenga en cuenta que el determinante indicado es el asociado a
una matriz M, € M, (R).

Tenemos que:

a 10 -0 a 1 - 0 10 -~ 0
La 1 0 1 a --- 0 1 a --- 0
00 0 a 0 0 a 00 a
al --- 0
1 a -~ 0 a 0

=al . . . T =
00 --- a 0 - a

=aD,_1 — D,

Calculemos ademas algunos valores iniciales, para obtener solucién tnica. Tene-
mos que:

D =la=a
D2:a2—1

Por tanto, hemos de resolver el siguiente PVI:

Dy, o=aDn+1-D,
(PVI) =< D;=a€eR
D2 = CL2 —1
Su polinomio caracteristico asociado es:
p(A) =A% —aX+1

Las raices del polinomio caracteristico son:

at Va2 -4

A:
2

Distinguimos en funcién del valor de a:
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» Sia| # 2:

Entonces, a?! =

4, por lo que tenemos dos raices, por lo que:

vaZ —4\" —Vaz —4\"
Dn:cl (H+) —|—Cg (%)

Usando las condiciones iniciales, tenemos que:

JaZ — 4 —JiZ 1
2 2

a(cr + ) + Va2 —4(cy — ¢a)
2

2 2
,/2_4 _ 2_4
D2:a2—1261 (—a+ 2a ) +CQ (—a a ) ==

2
_ c1(a® 4+ a® — 4+ 2ava? — 4) + cy(a® + a® — 4 — 2av/a® — 4) _
_a(2d® —4+2ava® —4) + 6;(12a2 —4—-2aVa? —4)
_ cl(a2—2+aM)+i(a2—2—a\/m) _
_ (a® —2)(c1 + 2) + a\/%(cl — ¢3)
2

Para facilitar la resolucion del sistema, realizamos los cambios de variable
x =c1+ ¢y ey =cy — g, obteniendo el siguiente sistema:

20 =axr+Va®—4y
20> —2 = (a* —2)x +ava® — 4y

Tenemos entonces que va? — 4y = 2a — ax = a(2 — x), por lo que:

20> —2=(a*-2)z+ad’2 1) = 2=(a*-2—-a)zr=-2r=1a=1

Sumando y restando respectivamente, obtenemos:

1+ aazai:l 1 N ava® —4
= = — .
! 2 2 2(a2 —4)
1 aazai:l 1 ava®—4
CoHo= —— = — —
? 2 2 2(a2—4)
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m Sia=2:

Entonces, a®> = 4, por lo que tenemos una raiz real con multiplicidad doble,
A = 1. Tenemos que:
D, = c1 +ncy

Usando las condiciones iniciales, tenemos que:

D1:2:C]_+CQ
DQZ :Cl+202

Restandole la 12 a la 22, tenemos que:

l=c=1c=1

Por tanto, tenemos que:
D,=1+n

m Sia=—2:

Entonces, a? = 4, por lo que tenemos una raiz real con multiplicidad doble,
A = —1. Tenemos que:
D, = (c1 + ney)(—=1)"

Usando las condiciones iniciales, tenemos que:

Di=2=c+c
D2:3201+202

Restandole la 12 a la 22, tenemos que:

l=c=c =1

Por tanto, tenemos que:
D, =(1+n)(-1)"

Ejercicio 4.3.8. Encuentra las ecuaciones en diferencias homogéneas y reales de
orden minimo que tienen por solucion las siguientes expresiones:

1. 27—t — 5+l
Tenemos que:

1
2n—1_5n+1 :_2n_55n
2
Por tanto, el polinomio caracteristico asociado a dicha recurrencia es:
PN =(A=2)(A=5) =X —7A+10
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Por tanto, la recurrencia buscada es x,,2 — 7x,11 + 102, = 0. Calculemos
ahora los valores de xg, x; que hacen tnica la solucion:

1 9

T=575=73

r=1-52=1-25=—-24

Por tanto, el PVI dado es:

Tpyo — (Tpy1 + 10z, = 0,
(PVI) = ¢ z9 = 95,
I = —24

2. 3cos (%) — sen (%)

;T . ., . . , .
nemos que €"z =17 es un ucion inomi racteristi r u
Tenemos que e’ es una solucion del polinomio caracteristico, por lo que
este es:

pN) =M+ A—i) =X —i? =)\ +1

Por tanto, la recurrencia buscada es x,.2 + z, = 0. Calculemos ahora los
valores de g, 1 que hacen tnica la solucion:

To =3cos0 =3

x; = —senm/2 = —1

Por tanto, el PVI dado es:

Tpy2 + Tp = Ou
(PVI) = ¢ z =3,
T — —1

3. (n+2)5"sen (1),

Tenemos que \; = 5e” 7 es una solucién del polinomio caracteristico con mul-
tiplicidad doble, por lo que este es:

[A=2A)A =A== (A +ADA+ A - A2 =

= (A2 = 2RODA+ (NP = (A2 —2-5-cosT/a- A+ 5%) =
(A2 = 5V2)\ +25)% =

M 4925202 4252 — 10vV20° + 5002 — 5° - 2v/2) =
AT = 10V20° + 10002 — 250v/2) + 625

p(N)

Por tanto, la recurrencia buscada es:
Tnid — 10V22p 3 4 100240 — 250V/22,41 + 6253, = 0
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Calculemos ahora los valores de xq, z1, x2, 3 que hacen tunica la soluciéon:

To=2-35en0=0

15v/2
ry =15 sen/s = T\/_
e =4 -25sen7/2 = 100

625+/2
2

x5 = 5*sendn/s =

Por tanto, el PVI dado es:

(

Tnis — 10V 22,43 + 1002, 4190 — 250V 22,41 + 6252, = 0,
zo =0,
(PVD) = oy = 22
5 = 100,
[ 7= 257

4. (14++V2n+n?)7",

Tenemos que \; = 7 es una solucién del polinomio caracteristico con multipli-
cidad triple, por lo que este es:

pA) =(A=T7)°=
=N -3 TN 43 PA-T =
=\ — 2122+ 147\ — 343

Por tanto, la recurrencia buscada es:

Tnss — 2120 + 1472001 — 3432, = 0

Calculemos ahora los valores de xq, x1, z2 que hacen tnica la solucion:
Ty =1
21 =T7(2+V2)
Ty = 49(5 4 2v/2)

Por tanto, el PVI dado es:

Tpys — 21wy 0 + 1472, — 3432,
Ty = ].7

z1 =172+ V?2),

2y = 49(5 + 2v/2)

(PVI) =

5. 1+ 3n — 5n% +6n.

Tenemos que \; = 1 es una solucién del polinomio caracteristico con multipli-
cidad cuadruple, por lo que este es:

p(N) =(A-1)"=
=M A3+ —4N+1
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Por tanto, la recurrencia buscada es:

Tpya — 4Tpy3 + 6200 — 41+, =0

Calculemos ahora los valores de xq, z1, T2, 3 que hacen tnica la solucién:

To=1
r11=143-5+6=5
xo=1+6—-20+48 =35
x3=149—-45427-6 =127

Por tanto, el PVI dado es:

Tnyq — 4$n+3 + 6xn+2 - 4-77n+1 + T,

Ty = 17
(PVI) =< z; =5,
To = 35,
T3 = 127
Ejercicio 4.3.9. Determina el valor de > x,, donde
n=0
20p10 — Tpi1 +x, =0, ro=x1 = 1.

Tenemos que:

an:xo+:c1+2xn:x0+:c1+z:cn+2:x0+x1+%Z(xn+1—:cn)
n=0 n=2 n=0 n=0

Demostremos en primer lugar por induccion que, fijado n € N, se tiene que:

n

> (@rp1 — 21) = Tog1 — o

k=0

s Paran=0:

0
Z ($k+1 - ﬂﬁk) =1 — o

k=0

= Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

n+1 n
_ ) _
(Thp1 — k) = Y (Tpp1 — Tk) + Tpyo — Tpi1 = Tpg1 — Lo+ Tnyo — Tpy1 =
k=0 k=0
= Tn4+2 — 2o

donde en (x) hemos empleado la hipétesis de induccién.
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Por tanto, tenemos que:

o0 1 oo
Z$n=$0+$1+52($n+1—$n) =
n=0 n=0
| E—
:$o+$1+§'r}1_>ﬂc}ok2;($k+1—$k) =

r
:x0+x1+§-nh_>nolo(xn+1—xo):

1
:$0+x1+—-<lim a:n—a:0>

2 n—o0

Por tanto, tan solo necesitamos calcular lim,,_,, x,,. Resolvamos la recurrencia
dada, cuyo polinomio caracteristico es:

POY =N A+ = (A—l_—\ﬁi> (A—M)

2 4 4

Vemos que tiene dos soluciones complejas, que son:

1+7i _
:—4 s )\2:>\1

Calculemos su médulo y su fase:

At

1+7 1 V2
M| =\——=—F%=

16 V2 2
6, = arctan V7 ~ 1,209

Por tanto, la solucién de la recurrencia es:
2 n
Ty = <£> (k1 cos(nby) + ko sen(nbs))

Como 0 < ‘/75 < 1, tenemos que {z,,} — 0, por lo que:

- 1
an:xo+x1+—~ (h’m Ty — To ) =
—~ 2 n—00

Zo Zo

:{L"U—FZEl—E:ZL‘l—F?:

Ejercicio 4.3.10. Sea una ecuacién del tipo:

DO W ~—m

A2Tp42 + A1 Tpq1 + Aoy, = by,
donde as + a; + ag # 0.

1. Demuestra que existe una tnica solucién constante y calculala.
Sea x. = {x.} una solucién constante. Entonces, tenemos que:
bo
Aoxe + A1Te + AoT, = by — v, = ——————
as + ay + ag

Por tanto, tenemos que la solucién constante es tnica.
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2. Demuestra que si las raices de la ecuacion caracteristica tienen modulo menor
que uno, entonces todas las soluciones tienden a la solucién constante.

Se ha demostrado en la Proposicion 2.9 que toda soluciéon de la parte ho-

mogénea tenders a 0. Notando por z” a una solucién de la parte homogénea

y por xP a una solucién particular de la ecuacion recurrencia, tenemos que:

Tn —a:' + 2l = lim z, = hm:c + lim 2? = lim 2
n—oo n—oo n—oo n—oo

Tomando como solucién particular la constante, 22 = z., tenemos que:

lim z, = lim 2? = hm Te = Te
n—oo n—oo

Ejercicio 4.3.11. Se considera la ecuacion en diferencias:
Tpto — BTpyr + Bz, =1, B eRT
1. Calcula la solucién constante.

Sea x. = {x.} una solucién constante. Entonces, tenemos que:

—Br.+Pr.=1=z.=1

2. Proporciona condiciones sobre 3 para que las soluciones de la ecuacion con-
verjan a la solucién de equilibrio.

Sea el polinomio caracteristico asociado a la recurrencia el siguiente:
p(A) =X = BA+ 3

Por lo visto en el ejercicio anterior, que las soluciones de la ecuacién converjan
a la solucion de equilibrio equivale a que las soluciones de la parte homogénea
converjan a 0. Por el Corolario del Lema 2.10, tenemos que las condiciones a
imponer son:

p0)<l<=p<1
p(1)>0<=1-+8>0
1
p(—1)>0<:>1+2ﬁ>0<:>ﬂ>—§
Por tanto, tan solo es necesario que 3 €|-1/2,1[. Como [ € R™, tan solo hay

que imponer que:
pelo 1]

Ejercicio 4.3.12. Se consideran las funciones de oferta y demanda:
O(p) =a+0bp,  D(p)=c—dp.
Se modifica el modelo de la telarana de acuerdo a la ley (Goodwin, 1941):
O(py,) = D(pn),
donde pf, es el precio esperado para el ano n:

pi = Pn-1+ p(pn—l - pn—2)7

y p € RT un pardmetro (si p = 0 se vuelve al modelo de la telarana).
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1. Demuestra que p,, cumple una ecuacion del tipo:

Pnt2 + @1Pps1 + Gopp = k

que tiene como solucién constante el precio de equilibrio.

Tenemos que:

o) =a+bp,, =a+b(pn-1+ pPa-1—Dn2)) =a+bl+p)p,—1— bppn—2
D<pn) =C— dpn

Igualando de acuerdo con la Ley de Goodwin, tenemos:
O(pr - D(pn) —a+ b(l + p)pn—l - bP *Pn—2 = C— dpn

Ajustando los indices y operando, llegamos a que:

o0 ppen -2 S
pn+2 d pp"’H'l d p pn - d

Identificando términos, es directo ver que cumple una ecuacion del tipo del
enunciado. Busquemos la solucion constante p,:
c—a c—a c—a

] IR T i o s R

N
De d

b
Efectivamente, tenemos que se trata del precio de equilibrio visto en el Modelo
de la Telarana.

2. Se supone b = d = 1. Calcula las soluciones y describe el comportamiento de
los precios a largo plazo. ;Son las predicciones idénticas a las que produciria
el modelo simple de la telarana?

Tenemos que la ecuacion de recurrencia queda:
Pri2+ (L4 p)Pus1 —p-pn=c—a
El polinomio caracteristico queda:

PN =X+ (1 +p)A—p

Las raices del polinomio caracteristico son:

\ —1—pE/(1+p2+4p —1—px\/p+6p+1
B 2 - 2

Veamos en primer lugar el signo de las raices:
—1—p+ V(A +p)2+4p
A = 5

—1—p—+/(14+p)2+4
Ay = P é ) P ce= - (1+p)2+4p<l+p

>0« (1+p)°+4p>1+p

142



Modelos Matematicos I  4.3. Ecuaciones en diferencias lineales de orden superior

Veamos ahora el intervalo en el que esta cada raiz:

Al:—l—p+\/w<1(:>_1_p+\/(l+p)—2+4p<2‘:>
= (1+p)’+4p<(B3+p) =
= 1+ P+ 66 <9+ D2+ 6
1= p— /(I +p)?+4p

Ay = 5 <-l=-1-p—V{1+p)P+4p< -2

= (1-p)? < (1+p)*+4p <=
=T+ QR =20 <1+ P +6p =
& —-2<6

Por tanto, ya podemos estudiar el comportamiento a largo plazo. Tenemos
que:

Dn = AT + Ay +c—a
donde he empleado que p. = ¢—a es una solucién particular. Como A\; € |0, 1],

tenemos que { A7} — 0. No obstante, como Ay < —1, tenemos que {|\}|} — oo.
Por tanto, y suponiendo que ¢; # 0 (algo que dependera de pg,p;) tenemos

que {|pn|} — oc.

Ademas, tenemos que las predicciones no son las mismas que las que se pro-
ducian en el modelo simple de la telarana, ya que en dicho caso si d = b, como
es el caso, se trata de un 2—ciclo.

Ejercicio 4.3.13. Se considera el siguiente modelo de Samuelson modificado:

Y, = C,+1,
Cn = bIn—l
I, = C,—kCh1+G

donde Y, C,, I, son la renta, consumo e inversiéon anual, respectivamente, G es
el gasto publico (que se supone constante) y 0 < b < 1, k > 0. Escribe la ley de
recurrencia que cumplen las inversiones anuales [,,. Haz un analisis del plano de
parametros k, b donde se reflejen la estabilidad y las oscilaciones de la renta en
torno al equilibrio econémico.

La ley de recurrencia que cumplen las inversiones anuales [, es:

I, =C,—kCh1+G=
== bIn—l - kb[n_g + G

Por tanto, las inversiones del equilibrio econémico, I*, cumplen:

* * * * G
I'"=0"—-kbI"+G=1 =T
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Ademas, el coste y la renta del equilibrio econémico, C*, Y™, cumplen:

G
- v
1~ b+ kb
b
[ —
C =0 =T
L. GG
Y=+ =g

Resolvamos ahora la recurrencia dada. El polinomio caracteristico asociado a la
recurrencia es:

2 _ + )
p(/\)=A2—b/\+kb:0<:>>\:bim:b béb k)

2

Realizamos por tanto la siguiente distincién de casos:

n b > 4k:

En este caso, las raices son reales y distintas, y son:

b+ =) b= e —1R)
1= ) =
2 2

Veamos que 0 < Ay < A\; < 1. Para ello, vemos que:
0 < Ay <= b>\/b(b—4k) <= b*> > b* — 4bk <= 0 < 4bk

Cierto por ser b, k > 0. Por otro lado, tenemos que:

v bt —AR) b VP —dRD by VB2
1: — I = — =
2 2 2 2

Como trivialmente Ay < 1, tenemos lo buscado. Por tanto, |A;|, |[A2| < 1, por

lo que {I,sh)} — 0, y por tanto {I,} — I*. De aqui se deduce que se tiende al
equilibrio econémico.

n b =4k:

En este caso, la raiz es real y con multiplicidad doble, y es:

b
A=—-=2k
2
En este caso, la solucién de la parte homogénea es:

I = (c1 + con)(2k)" = (c1 + ) (g)”

Como 0 < b2 < b < 1, tenemos que {IV”} — 0, y por tanto {I,} — I*. De
aqui se deduce que se tiende al equilibrio econémico.
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n b < 4k:

En este caso, las raices son complejas, y son:

o b+ \/b(b—4k) bEV02—4kb  bEiv/4kb—b?
- 2 N 2 N 2

Su médulo es:

B dkb— b2 (02 + kb — b2
AN=y3+—3 :\/ +4 = Vb

Por tanto, tenemos que |[A| < 1 siy solo si kb < 1. Por tanto, distingumos:

o kb>1:
En este caso, existe una soluciéon {L(Ih)} — 00, por lo que no se tiende al
equilibrio econémico.

o kb < 1:

En este caso, {L(Ih)} — 0, por lo que se tiende al equilibrio econémico.
Ejercicio 4.3.14. Se considera el siguiente modelo de Samuelson modificado:

Yn = OéCn + Bln
Cn = Ynfl
In — k(Cn - Cn—l) + G

donde Y, C,, I, son la renta, consumo e inversion anual, respectivamente, G es
el gasto publico (que se supone constante) y k& > 0. Los pardmetros 0 < ao < 1y
0 < B < 1 estan ligados a impuestos al consumo y la inversién que se destinan a
ayuda exterior (los numeros 1 — a y 1 — 3 representan las partes proporcionales de
consumo e inversién destinadas a dicha ayuda). Efectia un andlisis similar al del
ejercicio anterior para el caso en que a = 5.

La ley de recurrencia que cumple la renta anual Y,, es:

= OéYn_1 + ﬁ (k(Yn—l - Yn—2> + G) =
= (v + Bk)Y,o1 — BkY, 2 + G

Por tanto, las rentas del equilibrio econémico, Y*, cumplen:

BG _ BG
l—a—-pBk+Bk 1—-a

Y* = (a+ Bk)Y* — BkY* + G = Y™ =

Ademas, el coste y la inversion del equilibrio econémico, C*, I*, cumplen:

bG
11—«
I'=kC"-C"N+G=G

Cr=Y"=
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Resolvamos ahora la recurrencia dada. El polinomio caracteristico asociado a la
recurrencia es:

p(A) =N — (a+ Bk)A+ Bk =0
Tenemos que:
p(0) =Pk <1< Pk <1
p(

N=1l—-a—-pk+fk=1-a>0<=a<1
p(—1)=14+a+pk+pk>0

Como a < 1, tenemos que {Yn(h)} — 0siy solosi gk < 1. Por tanto, {Y,, } — Y™
De aqui se deduce que se tiende al equilibrio econémico.

Ejercicio 4.3.15. Determina las soluciones z,, de la ecuacion siguiente, siendo 7 la
unidad imaginaria:
T — (1 + D)xpy + 12, =0

iSon R(x,) e I(x,) soluciones de la ecuacién en diferencias? (Denotamos por
R(2) e J(z) las partes reales e imaginarias, respectivamente, del nimero complejo z).

Tenemos que el polinomio caracteristico asociado a la recurrencia es:
p(N) =2 — (i + D)\ +i

Las raices del polinomio caracteristico son:

\ i+l + 1)~ 4 i+ 1EVP 2414 i+ 1+V2 it 1£(1-4)
2 2 2 2
Tenemos entonces que \; = 1, Ay = ¢. Entonces:
Tp=a+b-i", a,beC
Usando las potencias de 7, tenemos el siguiente 4—ciclo:

{z,}={a+0b, a+bi, a—b, a—0bi...}

Veamos ahora que R(z,), $(z,) no tienen por qué ser soluciones, algo que si
ocurria en el caso de que los coeficientes fuesen reales. Encontremos valores de a, b
tal que muestren esto.

Supongamos que a,b € R* C C, y veamos que R(z,) no es solucién. Tenemos
que:

0=(a—0b)—(i+1)(a)+i(a+b)
=a—b—ia—a+ila+0)
=—b—ia+ia+1b=—-b+ib

Igualando las partes reales, llegamos a que b = 0, pero hemos supuesto b € R*, por
lo que R(x,) no es solucién.
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Por tanto, (x,,) no tiene por qué ser solucién. De igual forma, veamos que ()
no es solucion:

0=0—(i+1)(b)+0
= —b—bi

Igualando las partes reales, llegamos a que b = 0, pero hemos supuesto b € R*, por
lo que de igual forma $(x,,) no es solucién.
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4.4. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales

Ejercicio 4.4.1. Se consideran las siguientes matrices:

3 0 0 0
-1 1 0
6 2 2 7 =2 2
Al = <_3 2) s AQ = } _12 _21 s A3 — _8 1 _2 1
2 0 0 4

Determina en cada caso su radio espectral. Para cada matriz, ;qué ecuacion en
diferencias de orden superior verifica cada componente del vector solucién del siste-
ma lineal homogéneo asociado?

En primer lugar, hallaremos el radio espectral de cada matriz. Para ello, calcu-
laremos los valores propios de cada matriz y tomaremos el mayor de sus modulos.

1. Ay

Tenemos que su polinomio caracteristico es:

pa,(A) = A2 =8\ +18

Por tanto, sus valores propios son:

84+ /26 —23.32
A\ = 5 =442 232 =442

Por tanto, tenemos que:

p(A)) = |\ = V42 +2=3V2

2. As.
Tenemos que su polinomio caracteristico es:
—1-=A 1 0
PN =4 —A|=| 1 1-Xx 2 |=
1 -2 —=1-=2A

=(14+N* 1 =N +2—-41+N)+(1+N) =

=1 +N4+20)1 =N +2—4(1+N)+(1+A) =
=1 A+A =N H220 -2 2424 - dA+ 14+ 2=
=N -AN 2 = AN+ 21+2)

Por tanto, sus valores propios, ademas de A\; = 0, son:

1R VT—42 -1V
= 5 =

A2 5

Por tanto, tenemos que:

|5

p(As) = |/\2|=%\/m= =2
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3. As.

Tenemos que su polinomio caracteristico es:

3—A 0 0 0
2 T—-A -2 2
8 1 —2-x 1
2 0 0 4-2A

T-A =2 2
=(B-N| 1 —2-x 1 |=

0 04—\

:(3—/\)(4—)\)’7_)‘ 2 |-

pas(A) = [As — M| =

1 —2-=2A
=B=NA-N[T=N(=2=-N+2=B=NE =N\ =51—12) =

— (3= A)4- ) (A—ﬁ) (A—5+—2W_3>

Aproximando los valores con la calculadora, vemos que:

5473

p(As) = 9

Una vez hallado el radio espectral de cada matriz, pasamos a estudiar el sistema
lineal homogéneo asociado a cada matriz. Para ello, consideramos el sistema X,, 1 =
A; X, v aplicamos el Teorema de Cayley-Hamilton para obtener una ecuacién en
diferencias de orden superior que verifique cada componente del vector solucién del
sistema.

1. A;.
Por el Teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que:
A3 —8A; +181 =0
Tenemos que:
X, = A} Xo = A2 43X, 2
© AT2(84, — 181) X, = 8AT 1 X, — 18A72X, = 8X,,_1 — 18X, _»
donde en (%) hemos empleado el Teorema de Cayley-Hamilton.

2. A,

Por el Teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que:

AR A2 24,=0
Tenemos que:
X, = ApXo = Ay A3x, &
O AT3(C A2 Z2A5) Xy = — AT Xy — 247 2X) = — X, 1 — 2X, s
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3. As.
Desarrollamos su polinomio caracteristico:
pa;(A) = (B =) (4—A) (N =51 —12) =

(A =7A+12) (\? =5A —12) =
=\ — 1203 43502 + 24\ — 144

Por tanto, tenemos que:

A3 — 12A3 + 3543 + 24 A3 — 1441 = 0
Tenemos que:

X, = ApXo = Ayt Alx, 2

O An=4(1243 — 3542 — 244, + 1441) X, =
= 124571 Xy — 354572 Xy — 24 A5 3 X + 1444571 X, =
= 12X, — 35X,_o — 24X,_5 + 144X, 4

Ejercicio 4.4.2. Sea A una matriz real tal que |A| > 1. Demuestra que el siguiente
sistema no es convergente.
Xn+1 = AXn

Proporciona un ejemplo de matriz A tal que dicho sistema no sea convergente y
0<|Al <1

Supongamos que A es diagonalizable, de modo que A = PDP~!, con D diagonal
y P matriz de cambio de base. Tenemos que:

Al = |PDP~'| = |P||D||P7'| = |D| = ][ & > 1
i=1

Por tanto, tenemos que d; > 1 para algin i € {1,...,n}, por lo que p(A) =
mMéxXi<i<n |d;| > 1, y por tanto el sistema no es convergente.

Para el caso de que A no sea diagonalizable, es necesario emplear la descompo-
sicion de Jordan, concepto que no se ha visto en clase.

Un ejemplo de matriz A tal que el sistema no sea convergente y 0 < |A| < 1 es:

=)

Tenemos que |A| = 1/2 < 1, pero el sistema no es convergente debido a que
p(A)=2>1.

Ejercicio 4.4.3. Sea A una matriz cuadrada con radio espectral menor que 1.
Demuestra las siguientes propiedades:
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1. La matriz I — A es invertible.

Supongamos que I — A no es invertible, por lo que |I — A| = 0. Entonces, si
n € N es la fimensién de la matriz, tenemos que |A — I| = (—=1)"|I — A| =0,
por lo que A = 1 € g(A), y por tanto p(A) > 1, por lo que llegamos a una
contradiccion. Por el contrarreciproco, tenemos lo pedido.

2. El sistema X = AX + B es compatible determinado para cualquier B € R*.

Tenemos que:
X=AX+B+=X-AX=B<+= (I-AX=B+<=X=(1-A)""'B

donde hemos usado que I — A es invertible, como se ha demostrado en el
apartado anterior. Por tanto, tenemos que X es tnico, por lo que el sistema
es compatible determinado.

3. Dado B € R*, la solucién de X,,; = AX, + B tiene limite para cualquier
condicién inicial.

La solucion de la parte homogénea sabemos que es:

XM = AnX,

Ademas, sabemos que la solucion del sistema del apartado es una solucién
constante X*, por lo que la solucién general es:

X, =A"Xy+ X~

Tomando limite, tenemos que:

lfm X, = lfm A"X, + X* & x*
n—oo

n—oo

donde en (%) hemos usado que A" X tiende a 0 por ser p(A) < 1.

Ejercicio 4.4.4. Demuestra que las tres componentes de la solucion del sistema:

Gpy1 = 0,1a, +0,2b, -+0,3c, —+1
bpr1 = 0la, +0,1b, —02¢, +1
cny1 = —0,2a, —0,3b, +0,2¢, +1

con valor inicial ag = 1,53, by = 1,43 y ¢p = 2,2, tienen limite y calcilalo.

Tenemos que el sistema viene dado por X,,.; = M X, + B, donde:

1,53 01 02 03 1
Xo=[143], M=1|01 01 -02], B=|[1
2,2 —02 —03 02 1
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Calculemos una solucién constante del sistema, X*, tal que X* = M X* + B; es
decir, (I — M)X* = B:

320
211
0,9 —02 —03\ [a* 1 a* 250
01 09 02 ||l =|1]l=(v]|=x=[Z2
02 03 08/ \¢ 1 c* 211
90
211

Calculemos ahora el limite de la solucién de la parte homogénea, xM =M " X.
Opcidén 1. Calculando los valores propios.

01— 0.2 0,3
pu(N) =|M—=X|=| 01 01—\ -02]=
02 -03 02—\

= (0,1 = N)2(0,2 = X\) +0,2° —0,32-0,1 + 0,2 - 0.36;T— X) —
—0.2- =) —0,2-0,1-(02—)\) =
= (0,01 + A? — 0,2X)(0,2 — \) — 0,001 — 0,004 + 0,02\ =
= 0,002 — 0,01\ + 0,20 — X3 — 0,04\ + 0,2X% — 0,001 — 0,004 + 0,02\ =
= -\ 4+0,4)\% — 0,03\ — 0,003

Haciendo uso de la calculadora, vemos que las soluciones aproximadas son:

A\ &~ —0,05, o ~ 0,22 40,0564, A3 = Ao

Por tanto, deducimos de forma directa que p(M) < 1.

Opcion 2. Usando la norma de la matriz.

Empleando la norma—1, tenemos que:

M|, = maXZ|mU|—O7<1

1<5<3

Por tanto, tenemos que p(M) < || M|, < 1.
En cualquier caso, {X"} — 0y, por tanto,

lIim X, = X~

n—oo

Ejercicio 4.4.5. Se supone que el precio del desayuno en los bares sigue el mo-
delo de la oferta y la demanda en funcién del precio de la leche en el mercado.
Concretamente, si denotamos p' el precio de la leche y p? el precio del desayuno, y
consideramos:

» La demanda de la leche D;(p') = 2 — 2p!,

152



Modelos Matematicos I 4.4. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales

» La oferta de la leche O;(p') = 1 + p',
» La demanda del desayuno D4(p?) = 1 — 3p*,
» La oferta del desayuno O4(p?) = 1 + 2p? — ap!, con a € R,

Entonces, el modelo viene dado por:

donde hemos denotado pe y p!, el precio del desayuno y de la leche en el afo n,
respectivamente.

1. Escribe el sistema de ecuaciones en diferencias del modelo.

[ [
pil:_l—i_pnfl_i_l:_pnfl 1

{ 2_22951:14’2951—1

=
1—3pt =142p | — o }
Pn Prn—1 Prn—1 4 _I—|—2pfb_1 _Ckpln—l _/1/

p'n,_ 3

Por tanto, notamos el sistema de la forma X,, = M X,,_1 + B con:

! -1 1
_ (P _ (Y2 0 _ ('
-5 =)
2. Resuelve el sistema en funcién del dato inicial y del pardmetro a.

Como M es diagonal, tenemos que sus valores propios son Ay = ~1/2y Ay = —2/3.
Calculemos los vectores propios asociados:

153



Modelos Matematicos I 4.4. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales

Por tanto, tenemos que la solucién de la parte homogénea es:

o (4 (8 56 Y e

(e [<1/(2>3i2—)n<2/3>"1 o) %o
N <2a-((—11/>i)(3)” (—233)") o

27’L

Buscamos ahora una solucién constante del sistema, X*:

1
X*:MX*+B:>([—M)X*:B=>X*:(I—M)‘lB:g(0}5)

Por tanto, como la solucion del sistema es una solucién de la parte homogénea
mas una solucién de la parte particular, tenemos que:

—1/2)" 0 1/1
X, = XM 4 x* = ( . . Xp 4+ =
" w T <2a'—(1) 22(’3) (=2/3)" 0 "3 /s

Ejercicio 4.4.6. Los siguientes modelos representan una poblaciéon compuesta por
dos especies en competicion. Estudia en cada caso la estabilidad de los puntos fijos.

1. El modelo es:
Tpr1 = (1,7 — 0,022, — 0,08y,)
Ynt+1 = Yn(1,5 — 0,03z, — 0,04y,,)

Sean las funciones f1, f» : R> — R dadas por:

fl(m7 y) = 17(177 - 0,0ZZE - OaOgy)
fQ(xvy) = y(175 - 0703‘1: - 0704y)

Notando F' = (f1, f2), tenemos que el sistema viene dado por X, 11 = F(X,,).
Buscamos los puntos fijos del sistema, es decir, los puntos (z,y) tales que

F(x,y) = (z,y):

x(1,7—-0,02x — 0,08y) == N x(0,7—0,02x — 0,08y) =0
y(1,5—0,03z — 0,0dy) =y y(0,5— 0,03z — 0,04y) =0

Hay distintas soluciones constantes del modelo, veamoslas:

» 21 =0, y; = 0. En este caso X; = (0,0).
m 1o =0, yo # 0. Tenemos 0,5 — 0,04y, = 0 = y, = 12,5. En este caso,

X, = (0,12,5).
w23 # 0, y3 = 0. Tenemos 0,7 — 0,02z3 = 0 = x3 = 35. En este caso,
X3 = (35,0).
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w x4 # 0, ys # 0. En este caso, tenemos el siguiente sistema:

0020 +008y =07 _ [«=75
0,03z + 0,04y =05 y = 6,875

Por tanto, X, = (7,5, 6,875).

Estudiemos ahora la estabilidad de los puntos fijos. Para ello, calculamos la
matriz jacobiana de F' en cada punto fijo y estudiamos su radio espectral. Sea
P = (z,y) € R? un punto cualquiera. Tenemos que:

Ofi ,p Of
5(P) 5 (P)
JF(z,y) = ’ _ (17— 0,04z — 0,08y —0,08
Y) = - —0,03y 1,5 — 0,03z — 0,08y
Lipy Lp
Ox oy

Evaluando en cada punto, tenemos:
1,7 0 B 0,7 0
TE(X) = ( 0 1,5) ’ TE(Xs) = (—0,375 0,5) ’

0,3 —2.8 085  —0,6
TF(Xa) = < 0 0,45) 7 TF(X) = (—0,20625 0,725) !

Estudiamos ahora la estabilidad de cada punto fijo:

= X, = (0,0).
Como p(JF(X7)) = 1,7 > 1, tenemos que el punto fijo es inestable.
. X, = (0,12,5).

Como p(JF(X3)) = 0,7 < 1, tenemos que el punto fijo es asintéticamente
estable localmente.

= X5 = (35,0).

Como p(JF(X3)) = 0,45 < 1, tenemos que el punto fijo es asintética-
mente estable localmente.

= X, = (7,5,6,875).

Calculamos sus valores propios:
p(A) = A% — 1,575\ 40,4925

Tenemos que los valores propios son A\ ~ 1,14 y Ay =~ 0,43, por lo que
p(JF(Xy)) =~ 1,14 > 1. Por tanto, el punto fijo es inestable.

2. El modelo es:
Tpt1 = T,(1,8 — 0,062, — 0,03y,)
Yn+1 = Yn(1,9 — 0,02z, — 0,04y,,)

Sean las funciones f1, fo : R> — R dadas por:

fl(l.? y) = $(1,8 - 0706:C - 0703y)
fQ(xv y) = y(179 - 0,0QZE - 0a04y)
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Notando F' = (f1, f2), tenemos que el sistema viene dado por X, 11 = F(X,,).
Buscamos los puntos fijos del sistema, es decir, los puntos (z,y) tales que

F(x,y) = (z,y):

x(1,8 — 0,062 — 0,03y) == N x(0,8 — 0,062 — 0,03y) =0
y(1,9 — 0,02z — 0,04y) =1y y(0,9 — 0,02z — 0,04y) =0

Hay distintas soluciones constantes del modelo, veamoslas:

» 21 =0, y; = 0. En este caso X; = (0,0).
m 1o =0, yo # 0. Tenemos 0,9 — 0,04y, = 0 = y, = 22,5. En este caso,

X, = (0,22,5).
» 23 # 0, y3 = 0. Tenemos 0,8 — 0,06z3 = 0 = x3 = 40/3. En este caso,
X3 = (40/370)'

» 24 # 0, ys # 0. En este caso, tenemos el siguiente sistema:

0,06z + 0,03y =0,8 = 25/9
0,02 + 0,04y =09 y = 190/g

Por tanto, X, = (25/9, 190/9).

Estudiemos ahora la estabilidad de los puntos fijos. Para ello, calculamos la
matriz jacobiana de F' en cada punto fijo y estudiamos su radio espectral. Sea
P = (z,y) € R? un punto cualquiera. Tenemos que:

of of
5P 5, P
JF(z,y) = ) Y — <178 — 0,122 — 0,03y —0,03z >
) Ofs —0,02y 1,9 — 0,02z — 0,08y

GoP) GP)

Evaluando en cada punto, tenemos:

1,8 0 1,125 0
‘]F(Xl):(o 19)’ JF(X2)2<—045 01)’

0,2 —04 5/  —1/12
JF(Xs) = ( 0 49/30) ' JE(X4) = <—1é/45 7/{15) ’

Estudiamos ahora la estabilidad de cada punto fijo:

= X, = (0,0).
Como p(JF(X7)) = 1,9 > 1, tenemos que el punto fijo es inestable.
. X, = (0,22,5).

Como p(JF(Xs3)) = 1,125 > 1, tenemos que el punto fijo es inestable.
L] X3 = (40/3,0).
Como p(JF(X3)) =49/30 > 1, tenemos que el punto fijo es inestable.

156



Modelos Matematicos I 4.4. Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales

= X, = (25/9,190/9).

Calculamos sus valores propios:

1
89>\ 37

A) = A2 ooy b
r(V) 00”1350

Tenemos que los valores propios son \; ~ 0,87 y Ay ~ 0,11, por lo que
p(JF(X,)) =~ 0,87 < 1. Por tanto, el punto fijo es asintéticamente estable
localmente.

Ejercicio 4.4.7. Si en el modelo de crecimiento de una poblacién estructurada por
sexos no se asume una distribucién equitativa entre hembras y machos, el modelo
resultante es

Tn4+1 = T + QTrYn — Hazly
Yn+1 = Yn T QyTpYn — HyYn

donde z,, denota el nimero de hembras e y, el nimero de machos en el n—ésimo
ano. Los parametros a, y o, representan la tasa de natalidad por pareja de hembras
y machos, respectivamente, y 0 < p, < 1y 0 < p,, < 1 son las respectivas morta-
lidades. Dados a, = 0,05, ay = 0,02 y p, = p,y = 0,3, estudia la estabilidad de los
puntos de equilibrio.

Sean las funciones f1, fo : R?> — R dadas por:

fl(x7y> =z+ Ay Y — UgX
fo(z,y) =y + ooy — pyy

Notando F' = (f1, f2), tenemos que el sistema viene dado por X,11 = F(X,).
Buscamos los puntos fijos del sistema, es decir, los puntos (z,y) tales que se tiene

F(z,y) = (z,y):

{x—i—axxy—,uxx :x} {axxy—umx =0
—
Y+oyry —pyy =y ayry — pyy =0

Hay distintas soluciones constantes del modelo, veamoslas:

» 21 =0, y; = 0. En este caso X; = (0,0).

m 25 = 0, yo # 0. Se da un absurdo en la segunda ecuacién, por lo que no se

puede dar.

» 23 # 0, y3 = 0. Se da un absurdo en la primera ecuacién, por lo que no se

puede dar.

= 24 #0, ys # 0. En este caso, tenemos el siguiente sistema:

{Oézvxy_/lwx :O}i{azy_,ux :0}:>{y:/ﬁw/az
ayry — fyy =0 ayr —p, =0 T = Hv/a,
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Estudiemos ahora la estabilidad de los puntos fijos. Para ello, calculamos la
matriz jacobiana de F' en cada punto fijo y estudiamos su radio espectral. Sea
P = (x,y) € R? un punto cualquiera. Tenemos que:

of of
20 (P) 5 (P)
JF(37 y>: ) Y — <1+axy_,ux QpX >
) o, . of, b Y 1+ ayx — py
P G
Evaluando en cada punto, tenemos:
1 « @>
(1=, 0 B * Qy
JF(X,) = ( 0 1_,U/y)’ JF(Xy) =

Q) (%) 1

Concretando para los valores dados en el enunciado, tenemos que:

0,7 0 (1 075
JF(Xl):(o 0,7)’ ‘]F(X4)_<o,12 1 )
Estudiamos ahora la estabilidad de cada punto fijo:
= X; =(0,0).

Como p(JF (X)) = 0,7 < 1, tenemos que el punto fijo es asintéticamente
estable localmente.

. X, = (@ @)
ay oy
Calculamos sus valores propios:
p(A) =\ =21 +0,91
Tenemos que los valores propios son Ay = 1,3y Ay = 0,7, por lo que p(JF(Xy)) =

1,3 > 1. Por tanto, el punto fijo es inestable.

Ejercicio 4.4.8. Estudia la estabilidad de los puntos de equilibrio del siguiente
modelo de presa-depredador:

Tpt+1 = 2%, — TnYn
Ynr1 = L5Yn — 2y5 + TuYn
Sean las funciones fi, f» : R?> — R dadas por:

filz,y) =22 —xy
fo(z,y) = 1,5y — 2y* + xy

Notando F' = (f1, f2), tenemos que el sistema viene dado por X, 11 = F(X,).
Buscamos los puntos fijos del sistema, es decir, los puntos (z,y) tales que se tiene

F(z,y) = (z,y):

2r — xy =z | z(1—1y) =0
15y — 2y +ay =y y(0,56—2y+z) =0
Hay distintas soluciones constantes del modelo, veamoslas:
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» 21 =0, y; = 0. En este caso X; = (0,0).

m 25 =0, y3 # 0. Tenemos 0,5 — 2y, = 0 = 3 = 0,25. En este caso, se tiene
X, =(0,0,25).

» 23 # 0, y3 = 0. Se da un absurdo en la primera ecuacién, por lo que no se
puede dar.

= 24 #0, y4 # 0. En este caso, tenemos el siguiente sistema:

11—y =0 ] =15
05—-2y+x =0 y =1

Por tanto, X, = (1,5, 1).

Estudiemos ahora la estabilidad de los puntos fijos. Para ello, calculamos la
matriz jacobiana de F' en cada punto fijo y estudiamos su radio espectral. Sea
P = (z,y) € R? un punto cualquiera. Tenemos que:

Nipy Yrp)

Ox dy 2y o
TF(@,y) = :< y 1,5—4y+37>

Pepy 2p)

ox oy

Evaluando en cada punto, tenemos:

2 0 1,75 0

JF(Xy) = G ff)

Estudiamos ahora la estabilidad de cada punto fijo:
= X, = (0,0).
Como p(JF(X;)) =2 > 1, tenemos que el punto fijo es inestable.
= Xy = (0,0,25).
Como p(JF(Xs3)) = 1,75 > 1, tenemos que el punto fijo es inestable.
. Xy = (1,5,1).

Calculamos sus valores propios:
p(A) = A +0,5

V2

1
es p(JF(X4)) = —= < 1. Por tanto, el punto fijo es asintéticamente estable

V2

Tenemos que los valores propios son A = +——, por lo que el radio espectral

localmente.

Notemos que tan solo sobrevive en el caso de que las dos especies convevivan.
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